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Primäre und sekundäre polare Räume einer linearen 


Strahlenkoneruenz. 


Von Herrn Stenmislaus Jolles in Ha 
D;. beiden Systeme polarer kRänme, fir welche eine lineare Strahlen- 
kongruenz ('; polarinvariant ist, hat ». Standt entdeckt”). Die polar 


käume des einen Systems enthalten die durch die lineare Kongruenz in ihren 
Strahlen hervorgernfenen Prunkt- und Ebeneninvolntionen, die des anderen 
Systems enthalten diese Involutionen nicht. FErstere polaren Ränme werden 
in den folgenden Untersuchungen als primÄre, letztere als sekundidre polare 
känme der linearen Strahlenkongrnenz bezeichnet. Das Gebiisch 
primären polaren häume von U; wird synthetisch ermittelt und dann das 
Verhältnis der primären und sekundären polaren Ränme von (') zur Kon- 
sruenz und zueinander. EKingehende Beachtung finden dabei solehe pri 
mären polaren Käume, die für primäre bzw. sekundäre polare Ränme von ( 
polarinvariant sind. 

1. Zwei durch eine lineare Strahlenkonernenz ('! einander zugeord- 
nete Punkte /’, P’ liegen auf einem Strahle » von €). Sind nun /}, /% zwei 
durch je eine Regelschar 2. Ordnung von () gehende Flächen eines 
F” Büschels und gehört P zu keiner von beiden, so sind die Polaren »,. y 
von p für A} bzw. /t; windschief zu p und — wenn voransgesetzt wird. 
daß p nicht mit einem solchen Strahle von €; zusammenfällt, der A} und A} im 
nämlichen Punkte berührt — windschief zueinander. Die Polarebenen von 


P für die Flächen /}, /f; gehen dureh 7’), folglich bilden die Polarebenen 


*) Beiträge zur Geometrie der Lage, 1. Heft, Nürnberg 1856, Nr. 105 und 109 
**) „, Staudt, a. a.0. Nr. 105. 
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von P für die Flächen des F” Büschels einen Ebenenbüschel 1. Ordnung, 
dessen Achse p nicht nur mit p,, ?, sondern auch mit » inzident ist. Durch- 
läuft 7’ die Gerade p, so beschreibt die an p, p,.p, hingleitende Gerade y 
eine Regelschar 2. Ordnung. Ihre Leitschar besteht aus den Polaren von » 
für die Flächen, des /” Büschels, und da sie » enthält, so is p» für eine 
Fläche des F#” Büschels autopolar und liegt also auf ihr. Die «urch einen 
beliebigen Punkt 7 gehende Fläche des F” Büschels geht somit auch durch 
den mit 7’ inzidenten Strahl » von Ü,). Hieraus folgt: 

Enthalten zwei Flächen eines F” Büschels je eine reelle Regel- 
schar 2. Ordnung einer linearen Strahlenkongruenz (), so enthalten 
auch alle übrigen reellen Flächen des /” Büschels je eine reelle Regel- 
schar 2. Ordnung von Ü\. 

Kine beliebige Gerade y schneidet die Flächen eines 7? Büschels in 
den Punktepaaren einer Involution. Enthalten die Flächen des F? Büschels 
je eine Regelschar einer linearen Strahlenkongruenz C/, so haben sie folg- 
lich mit der Regelschar 2. Ordnung von €), zu deren Leitstrahlen y gehört, 
die Strahlenpaare einer Strahleninvolution gemein, d. h.: 

Die Flächen eines Z? Büschels, welche je eine Regelschar 
2. Ordnung einer linearen Strahlenkongruenz () enthalten, schneiden 
eine beliebige hegelschar 2. Ordnung von (; in den Strahlenpaaren 
einer Involution. 


2. Zwei Flächen, welche je eine Regelschar 2. Ordnung einer linearen 
Strahlenkongruenz enthalten, schneiden sich außer in den Leitgeraden »., v 
der Kongruenz noch in zwei reellen oder konjugiert imaginären Kongruenz- 
strahlen. Bei einer hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz haben also 
die 7” Büschel, deren Flächen je eine Regelschar der Kongruenz enthalten, 
teils vier reelle Grundstrahlen, teils nur die beiden reellen Grundstrahlen vr, v. 
Bei einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz hingegen sind entweder 
alle vier Grundstrahlen jener F? Büschel imaginär, oder nur ”,v allein. 
Ein solcher F” Büschel mit vier imaginären Grundstrahlen enthält auch &' 
imaginäre Flächen. Da nun in den polaren Räumen seiner reellen Flächen 
die durch die elliptische Strahlenkongruenz einander zugeordneten Punkte 
und Ebenen konjugiert sind, so sind sie es auch in den polaren Räumen 
seiner imaginären Flächen. Ferner sind die Polaren eines Kongruenz- 
strahles s in den polaren Räumen der reellen Flächen dieses F” Büschels 
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Strahlen einer Regelschar 2. Ordnung der Kongruenz”), folglich sind die 
übrigen Strahlen dieser Regelschar die Polaren von s in den polaren Räumen 
der imaginären Flächen dieses F* Büschels. Eine elliptische lineare Strahlen- 
kongruenz ist demnach auch für die polaren Räume der imaginären Flächen 
des F® Büschels polarinvariant. Kurz, es gilt mit Rücksicht auf die in der 
Einleitung eingeführte Bezeichnung: 


Eine elliptische lineare Strahlenkongruenz wird auch durch un- 
endlich viele primäre polare Räume mit imaginären Inzidenzflächen in 
‚sich selbst übergeführt. 


3. Sind die durch eine lineare Strahlenkongruenz (, einander zu- 
geordneten Punkte und Ebenen in zwei polaren Räumen /7}, /T; konjugiert, 
so sind sie es auch in den polaren Räumen des durch 7/77}, /75 gehenden 
Büschels polarer Räume. Die reellen Inzidenzflächen der polaren Räume 
dieses Büschels enthalten je eine reelle Regelsehar 2. Ordnung von (\,, 
folglich erweisen sich analog wie in 2. alle seine polaren Räume als pri- 
märe polare Räume von (/;, und es kann demnach der Satz ausgesprochen 
werden: 


Zwei primäre polare käume einer linearen Strahlenkongruenz 
('; bestimmen einen Büschel solcher polaren Räume. Die reellen In- 
zidenzflächen der polaren Räume des Büschels sind Regelflächen 2. Ord- 


nung, von denen je eine Regelschar zu (, gehört. 


4. Durch drei polare Räume /7}, /7;, /T;, die nicht alle drei einem 
Büschel angehören, geht ein Bündel polarer Räume. Führt jeder dieser 
drei polaren Räume die lineare Strahlenkongruenz derart in sich selbst über. 
daß die durch ('; einander zugeordneten Punkte und Ebenen in ihnen kon- 
jugiert sind, so hat jeder polare Raum eines durch zwei von den drei polaren 
Räumen /7T,, /B, /I; bestimmten Büschels nach 3. dieselbe Eigenschaft. 
‘in beliebiger Büschel des Bündels hat nun mit jedem Büschel, der zwei 
der polaren Räume /T,, /T}, /T; verbindet, einen polaren Raum gemein, folg- 
lich enthält er nach 3. nur polare Räume, für die ('; polarinvariant ist, und 
in denen die durch €; einander zugeordneten Punkte und Ebenen konjugiert 
sind. Demnach ist bewiesen: 


*) v. Staudt, a. a. O., Nr. 105. 
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Drei keinem Büschel angehörige primäre polare Räume einer 
linearen Strahlenkongruenz (', bestimmen einen Bündel solcher polaren 
käume. 


Einen Bündel primärer polarer Räume von (, bilden die polaren 
Räume aller Regelflächen 2. Ordnung, die je eine Regelschar 2. Ordnung 
von (/) enthalten und durch einen beliebigen Punkt des Raumes, also durch 
den mit ihm inzidenten Kongruenzstrahl gehen. 


8. Durch vier polare Räume, die nicht alle einem Bündel angehören, 
geht ein Gebüsch polarer Räume. Führt jeder von diesen vier polaren 
häumen die lineare Strahlenkongruenz CU} derart in sich über, daß die 
dureh €; einander zugeordneten Punkte und Ebenen in ihnen konjugiert 
sind, so läßt sich in analoger Weise wie in 4. dartun, daß alle polaren 
Räume des Gebüsches dieselbe Eigenschaft haben. Durch einen beliebigen 
Punkt sendet das Gebüsch einen Bündel von Inzidenzflächen seiner polaren 
käume. Er besteht aus allen durch diesen Punkt gehenden Regelflächen 
2. Ordnung, die je eine Kegelschar von U) enthalten (4.). Die reellen In- 
zidenzflächen der polaren Räume des Gebüsches sind also identisch mit allen 
Regeltlächen 2. Ordnung, die je eine Regelschar 2. Ordnung von €); enthalten, 
und das Gebüsch besteht folglich nach 2. und 3. aus allen polaren Räumen, 
die (',; derart in sich überführen, daß die durch ©; einander zugeordneten 
Punkte und Ebenen in ihnen konjugiert sind. Im anderen Worten: 


Die primären polaren Räume einer linearen Strahlenkongruenz 
bilden ein Gebüsch. Die reellen Inzidenzflächen dieser polaren Räume 
bilden alle Regelflächen 2. Ordnung, welche je eine Regelschar 2. Ord- 
nung der Kongruenz enthalten. 


6. Liegen zwei Regelscharen 2. Ordnung einer hyperbolischen linearen 
Strahlenkongruenz bzw. auf je einer Fläche eines F* Büschels, so geht jede 
Fläche des Büschels nach 1. durch je eine Regelschar der Kongruenz. Die 
Grundkurve des F” Büschels besteht aus den Leitgeraden «,v der hyper- 
 bolischen linearen Kongruenz und, wenn wir voraussetzen, daß jene beiden 
Regelscharen zwei reelle Strahlen m, » gemein haben, aus den Kongruenz- 
strahlen m, rn. Diese Kongruenzstrablen sind das eine Paar, die Leit- 
geraden u,» das andere Paar Gegenseiten eines einfachen Raumvierseits, 
dessen Diagonalen zwei Kongruenzstrahlen a,b sind. «,d sind reziproke 
Polaren für die Flächen des F* Büschels, und die durch die hyperbolische 
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lineare Kongruenz einander zugeordneten Punkte und Ebenen von «, b sind 
für alle Flächen des F” Büschels konjugiert. 

Haben zwei Regelflächen 2. Ordnung 77, /}, welche durch je eine Regel- 
schar 2. Ord. einer ellıptischen linearen Strahlenkongruenz gehen, keine reellen 
Strahlen gemein, und ist x ein weder auf /f} noch auf A gelegener Kongruenz- 
strahl, so sind die Polaren «,, x, von x für A, bzw. / durch diese Flächen von « 
harmonisch getrennt. Die durch «, x,,.x, gehende Regelfläche 2. Grades X’ hat 
also mit /t} bzw. /fjreelle Punkte gemein. Sie liegen, da x, x,, x, durch eine Regel- 
schar 2. Ordnung X der Kongruenz verbunden werden, auf je zwei Kongruenz- 
strahlen »,, 9, bzw. 9, 9%. Zur Regelschar X’ gehören hiernach je zwei Strahlen 
von A} und /R und je ein Paar reziproker Polaren x, x, bzw. x,., für jede 
dieser beiden Flächen. X&” ist folglich für A} und #3 polarinvariant, und 
zwar rufen die polaren Räume von A} und /% in X’ zwei hyperbolische 
Involutionen mit den Doppelstrahlen »,,y, bzw. p,, % hervor. Zr, /% haben 
der Voraussetzung nach keine reellen Strahlen gemein, die bzw. auf ihnen 
gelegenen Strahlenpaare »,,g, bzw. p,, 9, von &” trennen sich also nicht. 
Folglich haben jene beiden in X” hervorgerufenen hyperbolischen Involu- 
tionen ein reelles Strahlenpaar «, 5 gemein. «,Öb sind reziproke Polaren 
sowohl für A) wie für /% und folglich für den durch die polaren Räume 
von A, und /% gehenden Büschel. In allen seinen polaren Räumen sind 
nach 3. die durch C, einander zugeordneten Punkte und Ebenen konjugiert, 
und jeder von ihnen führt C) in sich selbst über. Der Büschel polarer 
häume enthält, da /, und /% der Voraussetzung nach keine reellen Strahlen 
miteinander gemein haben, auch ©! polare Räume mit imaginären Inzidenz- 
flächen. Als Ergebnis der Untersuchungen dieser Nummer folgt also: 


Haben die Inzidenzflächen, welche bei einer linearen Strahlen- 
kongruenz (';, zu einem Büschel primärer polarer Räume gehören, vier 
oder keine reellen Strahlen gemein, so haben die polaren Räume des 


Büschels zwei reelle Stralilen von (| zu gemeinsamen reziproken Polaren. 


7. Zwei windschiefe Strahlen «,d einer linearen Strahlenkongruenz 
C, und die durch €; in ihnen hervorgerufenen Punkt- und Ebeneninvolu- 
tionen bestimmen einen Büschel polarer Räume, welche «,b zu reziproken 
Polaren haben und jene Punkt- und Ebeneninvolutionen enthalten. Die 
Doppelebenen der durch C; in « bzw. 5b hervorgerufenen Ebeneninvolutionen 
sind je ein Paar ausgearteter Inzidenzflächen dieser polaren Räume. Ganz 











6  Jolles, primäre und sekundäre polare Räume einer linearen Strahlenkongruenz. 


wie in 1. läßt sich zeigen, daß die reellen Inzidenzflächen dieser polaren 
Räume durch je eine Regelschar 2. Ordnung von €) gehen, und daß also 
der Büschel nach 3. aus primären polaren Räumen von CÜ} besteht. Somit 


ist dargetan: 


Je zwei windschiefe Strahlen einer linearen Strahlenkongruenz ('; 
sind reziproke Polaren für einen Büschel primärer polarer Räume von (',. 


8. Zwei windschiefe Strahlen «, 5 einer linearen Strahlenkongruenz ('} 
bestimmen nach 7. einen Büschel primärer polarer Räume von Ü, mit den 
vemeinschaftlichen reziproken Polaren «@, db. Durch die polaren Räume dieses 
Büschels sind einem zu «,b windschiefen Kongruenzstrahle x als Polaren die 
Strahlen einer durch «, b gehenden Regelschar 2. Ordnung von Ü} zugeordnet. 
a diese nach 1. auch den Strahl x enthält, so besteht demnach die Beziehung: 


Sind von vier zueinander windschiefen Strahlen «, b, ce, d einer 
linearen Strahlenkongruenz (; sowohl die Strahlen a,b, wie ce, d rezi- 
proke Polaren in einem primären polaren Raume von (,, so gehören 


sie einer Regelschar zweiter Ordnung der Kongruenz an. 


9. Zwei windschiefe Strahlen «, 5 einer linearen Strahlenkongruenz (! 
werden mit einem beliebigen zu ihnen windschiefen Strahle x von ('! durch 
eine Regelschar X’ der Kongruenz verbunden. Sind @«,5 — was nunmehr 
vorausgesetzt wird — reziproke Polaren in einem primären polaren Raume /7’ 
von C!, so enthält X’ nach 8. auch die x in /T” zugeordnete Polare. Alle 
durch «a,b gehenden Regelflächen 2. Ordnung, welche durch je eine Regel- 
schar 2. Ordnung von C; gehen, sind also für /7” polarinvariant. Das Gleiche 
gilt von denjenigen Regelflächen 2. Ordnung, welche je eine Regelschar 
2. Ordnung von Ü) und zwei windschiefe in //” zueinander polare Kon- 
gruenzstrahlen c,d enthalten. Die durch a,b bzw. c,d und je eine Regel- 
schar 2. Ordnung von ('; gehenden Flächen 2. Ordnung bilden zwei F? Büschel. 
Sind «, b, c, d untereinander windschief, so haben diese beiden F? Büschel 
die durch jene vier Strahlen gehende Fläche 2. Ordnung gemein und gehören 
also einem F” Bündel an. Jeder von beiden Büscheln sendet eine Fläche 
dureh einen beliebigen Kongruenzstrahl x. Diese beiden Flächen enthalten 
auch die Polare von x in //?, sie bestimmen einen im F? Bündel enthaltenen 
Büschel, dessen Flächen je eine Regelschar 2. Ordnung von C) enthalten 
und für /7° polarinvariant sind. Fällt x nacheinander mit allen Kongruenz- 
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strahlen zusammen, so ergeben sich auf diese Weise alle reellen Flächen 
des F? Bündels als polarinvariant für /7°. 

Der F* Bündel kann imaginäre Flächen enthalten; es fragt sich, ob 
auch diese, d.h. ihre polaren Räume, für den polaren Raum /7° polar- 
invariant sind. Durch zwei reelle Flächen des F” Bündels geht ein in ihm 
enthaltener F? Büschel: - Seine reellen Flächen sind für /7° polarinvariant. 
Alle Flächen dieses Büschels sind nach 3. Inzidenzflächen primärer polarer 
käume von C;, folglich bilden in diesen polaren Räumen die Polaren eines 
beliebigen Kongruenzstrahles r eine in ('; enthaltene zum Z” Büschel pro- 
jektive hegelschar 2. Ordnung %. Durch /7’ geht jede reelle Fläche des 
F” Büschels in sich selbst über, reziproke Polaren für jede solche Fläche 
also wiederum in reziproke Polaren dieser Fläche. 7/7’ führt demnach den 
Strahl » und die zum F” Büschel projektive Regelschar W’ in einen Kon- 
gruenzstrahl ”, und eine zum F” Büschel projektive in ©; enthaltene Regel- 
schar X, derart über, daß die Polaren von ” und vr, für die nämlichen 
reellen Flächen des F? Büschels homologe Strahlen der beiden projektiven 
für alle Flächen 
des /” Büschels eine zu ihm und somit auch zu W), projektive Regelschar 


Regelscharen X’, X, sind. Nun bilden die Polaren von r, 
2. Ordnung. Beide projektiven Kegelscharen haben die Polaren von v, für 
die reellen Flächen des F” Büschels entsprechend gemein, folglich auch 
die Polaren von r, für die imaginären Flächen des Büschels. Durch den 
polaren kaum //” werden also zwei Strahlen von €), die reziproke Polaren 
für eine reelle oder imaginäre Fläche des F” Büschels sind, wiederum in 
zwei für die nämliche Fläche zueinander polare Kongruenzstrahlen über- 
geführt. Die polaren Räume der Flächen des F” Büschels sind aber pri- 
märe polare Räume von C,, die in den Kongruenzstrahlen dureh €, hervor- 
gerufenen Punkt- und Ebeneninvolutionen sind demnach in diesen polaren 
Räumen enthalten, folglich wird jeder polare Raum einer Fläche des 
F Büschels durch /7° in sich selbst übergeführt, oder: 


Die primären polaren Räume einer linearen Strahlenkongruenz ('}; 
welche für einen primären polaren Raum dieser Kongruenz polar- 
invariant sind, bilden einen Bündel. Sind zwei primäre polare Räume 
von (; für einen primären polaren Raum dieser Kongruenz polar- 
invariant, so ist es auch jeder polare Raum des von ihnen bestimmten 
Büschels. | 
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10. Je zwei zu einem Gebüsche polarer Räume gehörige Bündel 
haben einen Büschel polarer Räume gemein. Da nun nach 5. alle primären 
polaren Räume einer linearen Strahlenkongruenz C| ein Gebüsch bilden, so 
bilden alle für zwei primäre polare Räume von C; polarinvarianten primären 
polaren Räume dieser Kongruenz einen Büschel. Für jeden polaren Raum 
dieses Büschels sind nach 9. auch die polaren Räume des durch jene zwei 
polaren Räume gehenden Büschels polarinvariant, folglich ergibt sich: 


Ein Büschel primärer polarer Räume einer linearen Strahlen- 
kongruenz ('; ist einem zweiten Büschel primärer polarer Räume von (! 
derart zugeordnet, daß die polaren Räume des einen Büschels für die 
polaren Räume des anderen polarinvariant sind. 


Je drei zu einem Gebüsche polarer Räume gehörige Bündel haben 
einen polaren Raum gemein, folglich gibt es nur einen primären polaren 
kaum von (C/,, der für drei zu keinem Büschel gehörige primäre polare 
käume und folglich für alle polaren Räume des durch sie hindurchgehenden 
Biindels primärer polarer Räume von Ü, polarinvariant ist. 


11. Sind Z und 73 füreinander polarinvariante Regelflächen 2. Grades, 
welche bzw. die Regelscharen 2. Ordnung NW, %Z einer linearen Strahlenkon- 
gruenz (') enthalten, so trennen je zwei für /, zueinander polare Strahlen 
von Mt; je zwei durch (| einander zugeordnete Leitstrahlen von /f harmo- 
nisch. Je zwei durch () einander zugeordnete Strahlen einer Regelschar 
2. Ordnung WR; dieser Kongruenz erweisen sich sonach als reziproke Polaren 
für alle Flächen 2. Ordnung, welche für die durch NR; gehende Fläche 
2. Ordnung polarinvariant sind und je eine Regelschar 2. Ordnung von €, 
enthalten. Alle je eine Regelschar 2. Ordnung. von C) enthaltenden Regel- 
flächen 2. Grades sind nun Inzidenzflächen primärer polarer Räume von (',, 
und je zwei solcher polaren Räume, welche für einen primären polaren Raum 
von () polarinvariant sind, bestimmen nach 9. einen Büschel solcher pri- 
mären polaren Räume. Sonach läßt sich leicht schließen: 


Die durch eine lineare Strahlenkongruenz ©; einander zugeord- 
neten Leitstrahlen einer in ihr enthaltenen Regelschar 2. Ordnung NR’ 
sind reziproke Polaren in allen primären polaren Räumen von C;, welche 
für die durch WR’ gehende Regelfläche 2. Grades polarinvariant sind. 


12. Gehören vier windschiefe Geraden «, b, e, d nicht derselben Regel- 
schar 2? Ordnung an, so sind «a,b und c, d und ferner paarweise alle übrigen 
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Strahlen der durch «a,Öb,c,d gehenden linearen Strahlenkongruenz (' rezi- 
proke Polaren für »' polare Räume”). Die Polarebenen eines beliebigen 
Punktes in diesen polaren Räumen bilden einen Ebenenbüschel 1. Ordnung, 
folglich bilden die polaren Räume selbst einen Büschel polarer käume. 
Diese polaren Räume sind nach 8. sekundäre polare Räume für CU), somit 
ist bewiesen: 


Bestimmen vier windschiefe Geraden «, b, ec, d eine lineare 
Strahlenkongruenz (}, so sind a,b und c,d und ferner paarweise alle 
übrigen Strahlen von €) reziproke Polaren in den polaren Räumen 
eines Büschels sekundärer polarer Räume von (. Durch einen sekun- 
dären polaren Raum von Ü; geht ein Büschel sekundärer polarer Räume 
dieser Kongruenz, welche in C, dieselbe polare Paarung wie jener 
polare Raum hervorrufen. Kine lineare Strahlenkongruenz hat ©’ 
sekundäre polare Räume. 


Ein Büschel primärer polarer Räume von (', ist nach 10, einem 
anderen Biüschel solcher polaren Räume derart zugeordnet, daß jeder polare 
kaum des einen Büschels für alle polaren Räume des anderen polarinvariant 
ist. Nun sind nach 11. je zwei durch Ü; einander zugeordnete Strahlen au 
einer Inzidenzfläche eines polaren Raumes des einen Büschels reziproke 
Polaren in allen polaren Räumen des anderen, und ferner geht durch einen 
beliebigen Punkt des Raumes je eine Inzidenzfläche des Büschels. Folglich 
ergibt sich aus dem vorstehenden Hauptsatze beiläufig: 


Gehen die Flächen eines F? Büschels durch Regelscharen 
2. Ordnung einer linearen Strahlenkongruenz ('), so bilden die ('} nicht 
angehörigen Regelscharen dieser Flächen eine zweite lineare Strahlen- 


kongruenz. 


13. Ein polarer Raum ist ein sekundärer polarer Raum einer hyper- 
bolischen linearen Strahlenkongruenz, sobald in ihm die Leitgeraden x, 
der Kongruenz zueinander polar sind**). Als Inzidenzflächen sekundärer po- 
larer Räume einer hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz können also alle 
allgemeinen Flächen 2. Grades auftreten, gleichgültig, ob sie reell sind oder 


*) Reye, Geometrie der Lage, zweite Abteilung, dritte Auflage, Leipzig 1502, 
Nr. 57, S. 274. 
**) Reye, Geometrie der l,age, zweite Abteilung, erste Auflage, Hannover 1565, S. 115. 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. > 
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nicht. Alle sekundären polaren Räume einer hyperbolischen linearen Strahlen- 
kongruenz, welche die Strahlen der Kongruenz in gleicher Weise polar 
paaren und also nach 12. einen Büschel bilden, bestimmen auf den Leit- 
geraden v,» dieselben Involutionen konjugierter Punkte. Diese Punktinvo- 
lutionen sind entweder beide hyperbolisch oder beide elliptisch, oder die 
eine ist hyperbolisch und die andere elliptisch. Sonach gilt: 


Die Inzidenzflächen der sekundären polaren Räume, welche die 
Strahlen einer hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz in gleicher 
Weise polar paaren, bilden einen F? Büschel. Seine Grundkurve ist 
ein von Kongruenzstrahlen begrenztes einfaches Raumvierseit, dessen) 
Seiten entweder alle vier reell oder zwei Paar konjugiert imaginäreı 
(Geraden erster oder zweiter Art sind. 


14. Eine Regelfläche 2. Grades ist nur dann die Inzidenzfläche eines 
sekundären polaren Raumes einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz, 
wenn ihre eine Regelschar durch die Kongruenz elliptisch, die andere hyper- 
bolisch gepaart wird und also zwei reelle Kongruenzstrahlen enthält”). Eine 
nicht geradlinige Fläche 2. Grades kann nach Herrn Zeye überhaupt nicht 
die Inzidenzfläche eines sekundären polaren Raumes einer elliptischen linearen 
Strahlenkongruenz sein”). Da nun jeder Büschel polarer Räume oo! polare 
Räume mit reellen Inzidenzflächen enthält, und jeder sekundäre polare Raum 
nach 12, einen Büschel solcher polaren Räume bestimmt, welche dieselbe 
polare Zuordnung wie er hervorrufen, so gehen die Inzidenzflächen eines der- 
artigen Büschels sekundärer polarer Räume bei einer elliptischen linearen 
Strahlenkongruenz durch zwei reelle Kongruenzstrahlen. Kurz: 


Die Inzidenzflächen der sekundären polaren Räume einer ellipti- 
schen linearen Strahlenkongruenz sind stets reelle Regelflächen 2. Grades, 
deren eine Regelschar durch die Kongruenz hyperbolisch involutorisch, 
deren andere durch sie elliptisch involutorisch gepaart wird. 


15. Ein Büschel sekundärer polarer Räume, welche eine elliptische 
lineare Strahlenkongruenz in gleicher Weise polar paaren, enthält nach 14. 


*) v. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, erstes Heft, Nürnberg 1356, Nr. 102. 
**) Der von mir gegebene Beweis des Satzes (Reye, Geometrie der Lage, 
zweite Abteilung, vierte Auflage, Stuttgart 1907, S. 86) läßt ohne weiteres erkennen, daß 
überhaupt eine überall konvexe Fläche niemals durch eine elliptische lineare Strahlen- 
kongruenz in sich selbst übergeführt wird oder, wie ich mich kurz ausdrücken will, nie- 
mals für eine elliptische lineare Strahlenkongruenz geschartinvariant sein kann. 
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nur polare Räume, deren Inzidenzflächen nicht mehr als zwei reelle Kongruenz- 
strahlen enthalten, und zwar liegen diese auf allen Inzidenzflächen. Hätten diese 
Inzidenzflächen noch zwei andere reelle Geraden gemein, so wären diese durch 
die Kongruenz einander zugeordnet. Dann enthielte aber der von diesen Inzidenz- 
flächen gebildete #? Büschel auch die Inzidenzfläche eines primären polaren 
Raumes, und das ist nach 13. ausgeschlossen. Also: 


Die Inzidenzflächen der sekundären polaren Räume, welche eine 
elliptische lineare Strahlenkongruenz in gleicher Weise polar paaren, 
bilden einen F” Büschel, dessen Elemente außer zwei reellen Kon- 
gruenzstrahlen keine weiteren reellen Geraden gemein haben. 


Mit Rücksicht auf den in 12. gefundenen Hauptsatz folgt hieraus 
beiläufig: 

Sind vier zueinander windschiefe Geraden a,b,c,d nur mit zwei 
konjugiert imaginären Geraden inzident, und sind @,b und ce, d reziproke 
Polaren eines polaren Raumes. so ist seine Inzidenzfläche stets eine 
Regelfläche 2. Grades. 


16. Durch einen sekundären polaren Raum einer elliptischen linearen 
Strahlenkongruenz geht nach 12. ein Büschel sekundärer polarer Räume, 
welche die Strahlen der Kongruenz in gleicher Weise wie er polar paaren. 
Jede Inzidenzfläche eines solehen polaren Raumes schneidet einen beliebigen 
Strahl s der Kongruenz in je zwei durch die Kongruenz einander zu- 
geordneten Punkten. Nun bilden je zwei einander zugeordnete Punkte von s 
ein Punktepaar einer elliptischen Punktinvolution, folglich schneiden alle In- 
zidenzflächen jenes Büschels s in reellen Punkten, d. h.: 


Paart eine elliptische lineare Strahlenkongruenz beide Regelscharen 
einer Regelfläche 2. Grades involutorisch, so schneidet jeder Kongruenz- 
strahl diese Fläche in einem Paar reeller durch die Kongruenz einander 
zugeordneter Punkte. Die Inzidenzflächen zweier sekundären polaren 
Räume einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz haben stets auch 
eine reelle Schnittkurve miteinander gemein. 


17. Durch die Inzidenzflächen zweier sekundären polaren Räume 
einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz geht ein F? Büschel, dessen 
Flächen die Kongruenzstrahlen — wie aus 16. ohne weiteres folgt — in 
je zwei reellen Punkten schneiden, die durch die Kongruenz einander zu- 
geordnet sind. Somit erweisen sich alle Flächen dieses FF’ Bischels als 


SL, 
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Inzidenzflächen sekundärer polarer Räume der elliptischen linearen Strahlen- 
kongruenz. Durch zwei sekundäre polare Räume einer elliptischen linearen 
Strahlenkongruenz geht also ein Büschel solcher sekundären polaren Räume. 
Der gleiche Satz gilt auch für die hyperbolische lineare Strahlenkongruenz, 
da ihre Leitgeraden x, » in allen sekundären polaren Räumen der Kongruenz und 
nurindiesenpolaren Räumen polar zueinander sind. Demnach gilt ganz allgemein: 


Durch zwei sekundäre polare Räume einer linearen Strahlen- 
kongruenz geht ein Biüschel solcher polaren Räume. 


18. Paart eine lineare Strahlenkongruenz ('; die beiden Regelschareıı 
N:,%% einer Regelfläche 2. Ordnung 5’ involutorisch, so sind je zwei zugeord- 
nete Strahlen einer Regelschar — etwa r,, r, von RS — die Achsen zweieı 
projektiven Ebenenbüschel, deren homologe Ebenen ebenfalls ©; einander zu- 
ordnet. Beide projektiven Ebenenbüschel erzeugen eine Regelschar 2. Ordnung 
N, von (. ie geht, wenn %, durch €; hyperbolisch involutorisch gepaart 
ist, durch die beiden dann zu %} gehörigen reellen Kongruenzstrahlen und 
hat, wenn die Kongruenz %% elliptisch involutorisch paart, außer v,, r, 
mit S°’ keine weiteren reellen Strahlen gemein. 

Die Polare eines Strahles x von €) für 5° ist ein Kongruenzstrahl y. 
Ist © mit den Geraden »,,r, von 5° inzident, so ist es auch y, folglich er- 
weist sich die Regelschar X, von €) und demnach auch die sie enthaltende 
Fläche 2 für 5° als polarinvariant. Je zwei durch C; einander zugeord- 
nete Strahlen der Leitschar %%, von W;, haben, da die durch Ü} einander 
zugeordneten Strahlen ,, >‘, auf /? liegen, zu Polaren für 5°’ je zwei durch 
(‘| einander zugeordnete Strahlen von &,. Für die Fläche 7? ist umge- 
kehrt die Fläche 5’ polarinvariant. Die für 5’ zueinander polaren Strahlen 
x,y von W%, bilden mit den gemeinsamen Strahlen ,, r,; der Regelscharen 
Mr und %, ein einfaches Raumvierseit, dessen Diagonalen /,, /,; durch C} 
einander zugeordnete Strahlen von &% sind. /,, 7, und ebenso je zwei andere 
dureh ©) einander zugeordnete Strahlen von %% sind somit reziproke Polaren 
für /°. Hingegen haben, wie sich ohne weiteres ergibt, je zwei durch €; 
einander zugeordnete Strahlen von R% zu Polaren für /” wiederum je zwei 
dureh €) einander zugeordnete Strahlen dieser Regelschar. Somit ist bewiesen: 


Liegen zwei durch eine lineare Strahlenkongruenz (7 einander 
zugeordnete Strahlen r,,r, sowohl auf einer Regelfläche 2. Grades ’, 
deren beide Regelscharen durch (| involutorisch gepaart sind, wie 





. 
} 
4 
ke 
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auch auf einer Regelfläche 2. Grades /?, die eine hegelschar 2. Ord- 
nung von Ü} enthält, so sind beide Flächen füreinander polarinvariant. 
Je zwei durch C; einander zugeordnete Strahlen der einen Fläche, die 
zur selben Regelschar wie r,,r, gehören, haben zu Polaren für die 
andere je zwei durch Ü} einander zugeordnete Strahlen dieser Regel- 
schar. Hingegen sind je zwei durch (') einander zugeordnete mit v,.r, 
inzidente Strahlen von 5” selbst reziproke Polaren für #, 


19. Je zwei durch eine lineare Strahlenkongruenz (', einander zu- 


geordnete Geraden >, r' einer Regelfläche 2. Grades 5°’, deren Strahlen dureh 
C} involutorisch gepaart sind, gehören stets auch zu einer Regeltläche 
2. Grades /?, die eine Regelschar 2. Ordnung von (') enthält. Für / sind 
sowohl die Strahlen von (') paarweise zueinander polar wie auch nach 18. 
je zwei mit »,r' inzidente durch €} einander zugeordnete Strahlen von N”. 
Folglich ist jede Regelfläche 2. Grades, die durch eine Regelschar 2. Ord- 
nung von (, geht und je zwei durch ('; einander zugeordnete mit 7,” in- 
zidente Strahlen von 5° enthält, für Zi? polarinvariant. Was für ZF gilt. gilt 
für jede andere Regelfläche 2. Grades, die durch eine Regelschar 2. Ordnung 
von €, geht und zwei Strahlen von 5” enthält, die zur nämlichen Regel- 
schar dieser Fläche wie >," gehören, demnach folgt mit Rücksicht auf 9.: 
Alle Flächen, welche je eine Regelschar 2. Ordnung von (') ent- 
halten und außerdem die nämliche Regelschar %% einer geradlinigen 
Inzidenzfläche S’ eines sekundären polaren Raumes von (') in je zwei 
Strahlen schneiden, gehören einem F? Büschel an. Seine Grundkurve 
besteht aus den Leitgeraden von Ü} und aus den zur Leitschar von X; 
gehörigen Kongruenzstrahlen. Die polaren Räume der durch die beiden 
Regelscharen von S? bestimmten Büschel primärer polarer Räume von 

(', sind wechselseitig füreinander polarinvariant. 


Ist 5° insbesondere das Fokalparaboloid einer linearen Strahlenkon- 
gruenz, so gehen die durch die beiden Regelscharen von 5’ bestimmten 
Büschel primärer polarer Räume in die mit den beiden Fokalregelscharen 
bzw. verbundenen Büschel über*). 


20. Sind die beiden Regelscharen einer Regelfläche 2. Grades durch 
eine lineare Strahlenkongruenz (€) involutorisch gepaart, so sind nach 18, 


*) ‚Jolles, Die Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen, Math. Annalen, 
Bd. 53, S. 337. 





14 Jolles, primäre und sekundäre polare Räume einer linearen Strahlenkongruenz. 


die Strahlenpaare der einen Involution reziproke Polaren für alle Regel- 
flächen zweiten Grades, welche je ein Strahlenpaar der anderen Involution 
und je eine Regelschar 2. Ordnung von Ü! enthalten. Die durch eine Regel- 
schar von 5° bestimmten durch eine Regelschar von CU) gehenden Regel- 
flächen 2. Grades gehören aber nach 19. einem F? Büschel an, folglich gilt: 


Eine Regelfläche 2. Grades 5’, deren beide Regelscharen durch 
eine lineare Strahlenkongruenz (’) involutorisch gepaart werden, ist 
polarinvariant für jeden polaren Raum der beiden Büschel primärer 
polarer Räume, welche bzw. die Regelscharen von S” bestimmen (19.). 
Die durch C; einander zugeordneten Strahlen der einen Regelschar 
sind reziproke Polaren für die durch die andere Regelschar bestimmten 
primären polaren Räume. 


21. Durch den polaren kaum >” einer Regelfläche 2. Grades, deren 
Regelscharen %},X% durch eine lineare Strahlenkongruenz Ü) involutorisch 
gepaart werden, geht nach 12. ein Büschel [3°] sekundärer polarer Räume, 
welche die Strahlen von €, in der nämlichen Weise polar paaren wie I”. 
Nun sind irgend zwei durch je eine Regelschar 2. Ordnung von U) und 
durch je zwei Strahlen von %% gehende Regelflächen 2. Grades nach 18. 
polarinvariant für 2° und folglich auch für die polaren Räume von [7]. 
Ferner bilden die für jene beiden Regelflächen polarinvarianten primären 
polaren Räume nach 19. den durch die Regelschar 2, bestimmten Büschel 
primärer polarer Räume. Folglich sind die polaren Räume dieses Büschels 
polarinvariant für die des Büschels [7], d. h.: 


Eine Regelfläche 2. Grades S°’, deren Regelscharen R%, 2% durch 


eine lineare Strahlenkongruenz Ü) involutorisch gepaart sind, bestimmt 
zwei Büschel primärer und ein Büschel sekundärer polarer Räume von (Ü\. 
Die polaren Räume jedes dieser Büschel sind polarinvariant für die 
polaren Räume der beiden anderen. x' Inzidenzflächen des einen 
Büschels primärer polarer Räume gehen bzw. durch je zwei Strahlen 
von N%; oc! Inzidenzflächen des anderen bzw. durch je zwei Strahlen 
von 8% (19.). Endlich rufen alle polaren Räume des Büschels sekun- 
därer polarer Räume unter den Strahlen von C} dieselbe polare Paarung 


hervor (12.). 


Halensee, den 21. März 1907. 
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Elementare Irreduzibilitätsuntersuchungen. 


Von Herrn Michael Bauer in Budapest. 


I. einer unlängst erschienenen Arbeit habe ich eine einfache ideal- 
theoretische Deutung der Purseuwschen Zahlen gegeben. Aus dieser Deutung 
folgt unter anderem auch ein Irreduzibilitätssatz. Nun soll in dieser Arbeit 
der a. a. O. explizit”) angegebene Satz mit den einfachsten Mitteln, ohne 
Anwendung der Idealtheorie und unabhängig von der geometrischen An- 
schauung bewiesen werden”). 


sl. 
1. Wir werden die folgende Aufgabe als die Prrrserwsche bezeichnen. 
Es seien 


"las e.. ® 


nicht negative rationale Zahlen; der Wert 7 ist so zu bestimmen, daß die Reihe 


1.) aT, nn +@R@—DYT,...n+@R—hT, ... r, 


mindestens zwer klenste Zahlen aufweisen soll. 

2. Zur Lösung dieser Aufgabe werden wir fürs erste ein eindeutiges 
Verfahren angeben, durch welches die positiven ganzen Zahlen 

*) Dieses Journal Bd. 132, S. 28. Für ganzzahlige Gleichungen erlaubt die Ideal- 
theorie den Satz sofort zu verallgemeinern; indem man z.B. an Stelle von z eine be- 
liebige irreduzible Form (mod p) setzt. Vgl. hierzu noch dieses Journal Bd. 128, S. 87. 
Wir wollen hierauf jetzt nicht weiter eingehen. 

**) Man vgl. die Abhandlung von @. Dumas, Sur quelques cas d’irreductibilite 
des polynömes ä coefficients rationnels. Journal de Mathematiques, 6. Serie, Bd. II, 
S. 191-—258, in erster Linie den $3 (S. 212) der genannten Abhandlung. 
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kıck: Zk=n 


s) ı 


Kunkayen: yrr 


und die nicht negativen rationalen Zahlen «, in der Weise festgelegt werden, 
daß sie die Relationen 


Er " 1,01 +0+:..+ q;, 


(l. Ci; 
) tktr- zart + ... +0;_,+ T 


\ 


erfüllen und außerdem noch 


c a Re - 
.@) aa<...< 


ausfällt. Man wähle vorerst unter den Brüchen 


N; 
t 


den kleinsten aus, für welchen noch ? möglichst groß ist. So bekommt 
man z. B. 


mh, ua 
und es bestehen die Relationen 
(3.) | ec Ik; 
(3*.) Di 1 Dh 
woraus 
(4.) tz 


folgt. Man wähle jetzt unter den Brüchen 


N”, + Tr 





= 


den kleinsten aus, für welchen noch ?! möglichst groß ist. So bekommt 
man z. B, 
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t=h, Iu4, 1,0 
und es bestehen die Relationen 
. Pk + —r CL, ’ 
(5.) kı tt ee" 2 2 E;, 
t k, 
- N, u; " ü, ‚ 
(8 .) z >. t>k,, 
woraus 
\ Lu 
(6.) u Te ı 7 
folgt. Da nach (3”.) 
"tl (dt, 
1 >" 
ke, + Ak, k, 


ist, ergeben sich noch die Relationen 
a t, = 
+9; >(ki+k),; 1: <<,» 


In der angegebenen Weise fortfahrend, verifiziert man leicht die Relationen 
(1.) und (2.). 

3. Nun werden wir beweisen können, daß die Werte (2.) die Lösungen 
der Puiseuxschen Aufgabe hefern. Fürs erste ist jede Lösung numerisch 
e, 


% 


Index », für welchen 


nicht kleiner als Denn ist die Zahl 7 eine Lösung, so existiert ein 


nT>r,+(n—e)T 
ausfällt, und so folgt nach (3.”) 


‚T>r,>vt, T>H. 


Setzen wir nun 
. ü, rıv mn 


l 


Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 


18 Bauer, elementare Irreduzibilitätsuntersuchungen. 


so bestehen für die ersten A, Glieder der Reihe (l.) folgende Relationen: 
n (k + T) = n,, +T, 


(I) ",+(n—2) (+ T) >n E +m-2)17, 





ta + Ten ta—kyT. 


Falls 7=0 ist, wird in der Tabelle (1*.) das erste und letzte Element 
gleich groß, die übrigen sind numerisch nicht kleiner, folglich genügt 

r &, 

T= k 
wirklich der Aufgabe”). Nehmen wir 7>0 an, so nimmt in (1*.) das letzte 
Element den einzigen kleinsten Wert an; infolgedessen sind die Lösungen 
unserer Aufgabe, welche numerisch größer sind als = identisch mit den 
lösungen, welche die zu der Reihe 


NT, WHN-DT..., 7 
(IL) IROR i k 


Nen—k, Prim N, 


gehörige Prriseussche Aufgabe besitzt. Wenn man diese Reihe auf die 
unter 2. angegebene Weise behandelt, so kommt man zu den Zahlen 


deren Anzahl um Eins kleiner ist, als die Anzahl der Elemente (2.). Hier- 
aus folgt durch eine vollständige Induktion, daß die Werte (2.) tatsächlich 
die Lösungen der behandelten Aufgabe liefern. 


l. Es sei die ganzzahlige Gleichung 
(1.) zZ” + C zu + — +C, —() 


* Es ist nämlıch nach (1.) und (2.) noch 
a, 


Ta 


nt mh): > a, +17: +(n—k, 97 >n 
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gegeben”). Es seien ferner die Ordnungen der Koeffizienten in bezug auf 
die Primzahl p gleich den Zahlen””): 


n=Q, 


(1*.) ii Zei. di 


Wie wir in $ 1 sahen, erfüllen die Zahlen (I”.) gewisse Relationen, welche 
dort als Relationen (1.) und (2.) auftraten. Wir wollen die Zahlen 


(2 ) a, &, G; (; 
welche die Lösungen der durch die Reihe 
(3.) nT, n+m-1)T,...r, +(n—k)T,...r, 


gegebenen Pwrseuxschen Aufgabe liefern, als Przrsernvsche Zahlen der Gleichung 
(bzw. des Polynoms) bezeichnen. Jeden Wert aber, der numerisch gleich 
einer Prrseuxschen Zahl ist, nennen wir einen Prriserxwschen Wert. 
2. Die Puiseuxschen Werte des Produktes bestehen aus der (resumt- 
heit der Puiseuxschen Werte der Faktoren. 
Es sei das Polynom 
(4) Zr" ra 2er" (+0,24) (2 +0 2") 


ra 


gegeben, die Ordnungen der Koeffizienten sollen bzw. durch die mit Indizes 
versehenen Buchstaben S,r, /? bezeichnet werden. Es ist vorerst 


(4*.) S,>r+R. 


(i+1—k) 


Um den Beweis zu leisten, muß man verschiedene Fälle unterscheiden. 
3. Es sei die Zahl 7 für keinen der Faktoren ein Prursernxscher 
Wert. Infolgedessen besitzt jede der Reihen 


*) Nur der Bequemlichkeit halber sind hier die Koeflizienten als Größen des 
holoiden Bereiches [1] angenommen worden. 

**) Ist ein Koeffizient gleich Null, so bleibt die zugehörige Ordnung einfach un- 
berücksichtigt; ein Umstand, welcher auf die Behandlung der Puiseurschen Aufgabe gar 
keinen Einfluß ausübt. Wir können und wollen „+0 annehmen. 
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(3.) nT, rn +(R—-1)T,... r,; 


(5*.) mT, Rı+(m-1)T,...R, 


eine einzige kleinste Zahl. Es seien diese z. B. 
r,+(n-ı)T, R+(m—DT. 
Da noch identisch 


r,+ BR, +(n+m—(+D)T=r,+(n—-f)T+R,+(m—g)T 


(+u1=i-+/l) 
ist, so folgt aus unserer Annahme, daß unter den Zahlen 


+, 


(+,=i+1) 
die einzige numerisch kleinste die Zahl 
+ 
ist, woraus sich 
Su=nt+tR, 
ergibt, und so bildet die Zahl 
Sy, t(n+ m—(i+D) ii 


das einzige numerisch kleinste Element der Reihe 


(6.) (n+m)T, Ss +n+m—-DT,...S, jun 


Infolgedessen ist 7’ kein Prseuxscher Wert. 

4. Es sei die Zahl 7 für einen der Faktoren, z. B. für den ersten, 
ein Prreseuxscher Wert. Die Reihe (5.) besitzt in diesem Falle mindestens 
zwei kleinste Zahlen. Es seien unter diesen die erste und die letzte die Zahlen 


n+a@-)T, n+(R-jJT. ; 


Die Reihe (5”.) besitzt eine einzige numerisch kleinste Zahl, es soll diese 
die Zahl 
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R,+(m— NT 
sein. Aus diesen Prämissen folgen die Relationen 
Sr, + Bi. Ss, mrt+ AR, 


woraus man sieht. daß sämtliche Zahlen der lteihe (6.) nicht kleiner aus- 
fallen, als die beiden einander gleichen Zahlen 


S4,- (n+m—-(+ND)T, S,,,—-(n+m—-(j+D)T. 


Infolgedessen ist 7 ein Prseuxscher Wert für das Produkt. 

5. Die Zahl 7 soll für beide Faktoren ein Prrserwscher Wert sein. Die 
Reihen (5.), (5”.) besitzen in diesem Falle beide mindestens zwei kleinste Zahlen. 
Es sollen die ersten und die letzten der betreffenden Zahlen die Zahlen 


.+ (n — ) E. „" u (" —)) T 
bzw. 


R,+(m—-DT, R,+(m—g)T 


sein. Infolgedessen bestehen die Itelationen 


S:umnt BR, Seen t+ 


aus welchen evident ist, daß sämtliche Zahlen der Reihe (6.) nieht kleiner 
ausfallen. als die beiden einander gleichen Zahlen 
S,—-(n+m-—(+D)T, Sr, -a+m—(j+q))T. 


Folglich ist die Zahl 7 ein Purseuxscher Wert des Produktes, womit der 
Satz bewiesen ist”). 
Aus der Behandlung der Prurseuwwschen Aufgabe und aus dem eben 
bewiesenen Satze ersieht man sofort die Richtigkeit des folgenden Satzes. 
Wenn die Puriseuxschen Zahlen der Gleichung 


+0,27} . +c,=V 


*) Man beachte, dal der Beweis unabhängig von $ 1 ist. 
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in bezug auf eine Primzahl durch die Reihe 


geliefert werden und außerdem noch 


(@;, k,) —1 


(=1,2,...s) 


ausfällt, so sind die Grade der irreduziblen Faktoren von der Gestalt: 
N; ige tg = k,, r k,, us ri T ki, 


vs ıst ferner 


wo die Kombinationen | 
(A,) (4%... 3,) | 
nur Zahlen aus der Reihe 
(5) De BE 


enthalten, und zwar in solcher Weise, daß jede Zahl (5) einmal und nur eın- 
mal unter den Kombinationen (K,) auftritt. 





EREIITETTRNN SCHE 


ern} 





Uber die Bildung des Formensystems der ternären 
biquadratischen Form’). 


Von Fräulein Emmy Noether In Erlangen. 


Einleitung. 


Mit dem Formensystem der ternären biquadratischen Form be- 
schäftigen sich Arbeiten von Gordan, Marsano und Pascal”*). Herr Gurdan 
stellt das vollständige, aus 54 Bildungen bestehende, Formensvstem der 
speziellen automorphen Form: /=17)%,+ 234,4 35x, unter Zugrundelegung 
ähnlicher Prinzipien auf, wie er sie für die Formensysteme im binären (zebiet 
gereben hat. 

Bei Herrn Maisano sind für die allgemeine biquadratische Form 
die Formen bis zur 5. Ordnung”””) einschließlich aufgestellt. sowie einige 
Invarianten, Kovarianten und Kontravarianten höherer Ordnung. nach der 
von Herrn @ordan in Band I der Math. Annalen für die ternäre kubische 
Form angewandten Methode. Herr Pasca! beschäftigt sich, unter Benutzung 


*) Ein kurzer Auszug aus Einleitung und Kapitel I ist in den „Sitzungsber. der 
phys.-med. Sozietät Erlangen 197“, S. 176 bis 179, erschienen. 

**) P. Gordan, über das volle Formensystem. der ternären biquadratischen Form 
f=r:r,+r3r,+r:r,. (Math. Annalen, Bd. XVII (1880), S. 217— 233.) 

@. Maisano, 1) Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma ternaria 
biquadratica e degl’ invarianti, covarianti e contravarianti di sesto grado. (Giorn. di 
Battaglini XIX.) 

2) Sui covarianti indipendenti di 6° grado nei coeflicienti della forma biquadratica 
ternaria. (Rend. Circ. Mat. di Palermo I, 1887.) 

E. Pascal, Contributo alla teoria della forma ternaria biquadratica e delle sue 
varie decomposizioni in fattori. (Memoria premiata dalla R. Accademia delle scienze 
fisiiche e matematiche di Napoli. 1905.) 

***) Unter „Ordnung“ soll die Dimension in den Koeffizienten, unter „Grad“ die 
in den Variablen verstanden werden. 
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der Maisanoschen Resultate hauptsächlich mit der Frage nach dem Zer- 
fallen der biquadratischen Form in Faktoren”). 

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist die Aufstellung des Formen- 
systems für die allgemeine ternäre biquadratische Form; und zwar werden in 
dieser Arbeit nur die Hauptgrundlagen gegeben, ein sogenanntes „relativ voll- 
ständiges System“””) aufgestellt. 

Die Arbeit schließt sich eng an die Gordansche Arbeit an; doch 
waren die dort nur ganz im allgemeinen gegebenen Prinzipien erst im ein- 
zelnen auszuarbeiten. Mit Hilfe eines Satzes über den Zusammenhang der 
Faltungen und durch Einführung der „Formenreihe* ($ 1) werden die 
Reduktionssätze scharf formuliert und vervollständigt ($ 3), während die 
rekurrierende Aufstellung spezieller Reihenentwicklungen ($ 2) das rechne- 
rische Mittel zur wirklichen Durchführung der Reduktionen gibt. 

Der Grundgedanke der Systembildung ternärer Formen ist derselbe 
wie im binären Gebiet. Ausgehend von einem ersten relativ vollständigen 
System — dem System der aus dem Binären übernommenen Formen —, 
gelangt man nach bestimmter Gesetzmäßigkeit zu Systemen mit immer 
höherem Modul, solange bis das System eines Moduls — der Modul als 
Grundform genommen — endlich und bekannt wird, oder auch bis ein 
Modul sich reduzieren läßt auf Formen, die Invarianten zum Faktor haben. 
Durch Überschiebung des relativ vollständigen Systems über das System des 
Moduls entsteht im ersten Fall das absolut vollständige System, während im 
zweiten Fall relativ vollständiges und absolut vollständiges System identisch 
werden. Infolge der durch Herrn Hilbert allgemein bewiesenen Endlichkeit 
der Formensysteme muß dies Verfahren notwendig zu einem Abschluß führen. 

In unserm Fall wird der Modul («c) des ersten relativ vollständigen 
Systems ($ 4) zurückgeführt auf die Moduln /=(abe)’a;b,c und v=(abu)* 


*) In der zweiten kurzen Note versucht Herr Maisano eine lineare Abhängigkeit 
der drei Kovarianten 6. Ordnung und 6. Grades nachzuweisen. Im Gegensatz zu diesem 
nicht ganz vollständigen Beweis glaubt Herr Pascal die lineare Unabhängigkeit der drei 
Kovarianten 6. Ordnung, ebenso wie diejenige der drei Invarianten 9. Ordnung bewiesen 
zu haben. Daß aber in der Tat eine lineare Relation zwischen den drei Kovarianten 
einerseits, den drei Invarianten andererseits existiert, zeigen die Formeln (15), $ 11 und 
(22), $ 17 Anmerkung, der vorliegenden Arbeit, wo diese Relationen explizit gegeben sind. 
Nach einer Mitteilung des Herrn Pascal erklärt sich der Widerspruch durch einen numerischen 
Fehler im Ausdruck seiner Kontravariante p (hier o genannt) S. 46 seiner Abhandlung- 
**) Für die Bezeichnung vgl. $ 3a. 
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ir 


($ 5), und sodann das relativ vollständige System mod v gefunden ($ 6). )iese 
Resultate sind schon in der @ordanschen Arbeit für die allgemeine biqua- 
dratische Form gegeben; unsere Art der Ableitung läßt sich jedoch leichter 
auf Formen höheren Grades übertragen. 

Als Reihe der Moduln wählen wir nun die Formen ($ 7): 


„ron 


Bei der Bildung des relativ vollständigen Svstems mod x werden 
zwei im System auftretende quadratische Formen, «, und £, als Moduln 
adjungiert ($ 9 und 10) und demzufolge das relativ vollständige System 
mod (5, o, 2) gebildet; es wird sodann gezeigt ($ 17), daß der Modul (ss’)* 
reduzibel ist auf die Moduln o und i. Dadurch geht das nächsthöhere 
System über in ein relativ vollständiges System mod (o,?). Da aber das 
simultane System zweier quadratischen Formen endlich und bekannt ist, im 
allgemeinen Fall aus 20 Bildungen besteht”), ist mit der Aufstellung des re- 
lativ vollständigen Systems mod (o,?) der oben gekennzeichnete Abschluß 
erreicht. Die Überschiebung dieses Systems über das System von (o,/) zur 
Bildung des absolut vollständigen Systems bleibt vorbehalten. 

Als relativ vollständiges System mod (o,?f) werden 331 Bildungen 
gefunden, die in der beigefügten Tabelle nach ihrem Grad in den Variablen 
x und « geordnet sind. 

Zum Schluß geben wir nocheine Übersichtüber die eingeführten Symbole: 


(=, 9=@& u,=(abu)’ a,b), K=K,w= (a6) sn0, JeW"=lahı)'u,,, 


I1=8=a,0,— (abc) a,b 


2 2) 


. Re N= N® u (a Iu)a;, ee. 
v=u,=(abu, H=H,;uw,=(rv,.u,u, ‚= LiW=(vn.) H}ıe u, 


y,’ 
9=:=(rn' H,, 0=W=H,wu, 


> 


Ss= E£ == (vr), Z= zZ: u: . (ss’ u) s” in 


x) 


7 + „,‚2 2 + 2 
oe=w=0,u, t=%=a,H,;, 


*) Vgl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie. (Bd. I, S. 288 fl.). 
System zweier kogredienter Formen. 

Gordan, Über Büschel von Kegelschnitten. (Math. Ann. Bd. XIX. S. 530). 
System zweier kontragredienter Formen. 


Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 
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Kapitel IL. Allgemeine Sätze über ternäre Formen. 


$1. Faltungsprozeß. Formenreihen. 


Der Grundprozeß zur Erzeugung von Formen ist der Faltungsprozeß, 
der sich im ternären Gebiet folgendermaßen definieren läßt. Gegeben sei 
ein symbolisches Produkt: 


„m yn u v 
Lu ur. 


Ersetzt man die Faktorenpaare 


s.t, u, s,u, oder s,u, t,u, oder t,u, 
bzw. durch 
(stw) (or) s, oder s, t, oder £, 
Faltung I II III IV, 


so sind die entstehenden Formen durch Faltung aus der ursprünglichen 
hervorgegangen”). 

Dabei läßt sich der Ausdruck s“ tu“ u/ entweder als wirkliches 
Produkt zweier Formen 5-7 auffassen, oder auch als einzige Form mit 
mehreren Reihen von Symbolen: s"Zusu,=ÄA%*"u£*”, Im ersten Fall 
sprechen wir von der Faltung der Form S mit 7, im zweiten Fall von 
der „Faltung der Form -/ in sich“. Der Kürze halber nehmen wir im 
folgenden immer an (was in der Tat bei allen später zu betrachtenden 
Formen der Fall ist) 


(a) 


für beliebiges von 0 verschiedenes 4 und x und vereinigt mit beliebigen 
anderen Faltungen. Ls sagt dies aus, daß die Form s?#ufv7 eine soge- 
nannte „Normalform“ ist, d. h. bei Anwendung des (2-Prozesses, sowohl 
nach den Variablen x und «, wie nach den Variablen y und », verschwindet. 


*) (ordan, Math. Annalen Bd. XVII S. 219. 
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Die Bedingung (a) stellt also keine Einschränkung dar, sondern läßt sich 
stets erreichen*). 

Für den Zusammenhang der einzelnen Faltungen gilt nun folgen- 
der Satz: 


Satz I. Die Faltungen I und 11 sind Grundfaltungen, aus denen sich, 
unabhängig von der Reihenfolge der Zusammensetzung, die Faltungen 111 
und IV zusammensetzen lassen. In anderen Worten: Um alle aus vınem 
gegebenen Ausdruck durch Faltung entstehenden Formen zu bilden, hat man 
nur die Faltung I und II anzuwenden. 


Beweis: Nach dem Identitätssatz, bzw. Produktsatz für Matrizen, folgt 
unter Berücksichtigung von (a): 


(tod=—t,. (rsuU)=—s 


i. 
(str) =Ss,, (ort) =/,, 


fa A 
(st) (ota)=s,+t, U 5, 6. 


Durch Zusammensetzung von Faltung I und II entstehen also Fal- 
tung III und IV, und zwar ebenso bei Anwendung von Faltung II auf 
Faltung I, d.h. auf die Faktoren (stv) «,v,, wie bei Anwendung von 
Faltung I auf Faltung Il, auf die Faktoren (or«) s,t,. 


Als Formenreihe”*) definieren wir eine Anfangsform mit allen durch 
Faltung in sich aus dieser hervorgegangenen Formen und bezeichnen die 
Formenreihe durch die Anfangsform. Als „höhere Form“ soll hierbei jede 
Form mit mehr Faltung in sich gelten, während unter den gleichberechtigten 
Faltungen s, und {, eine als höher normiert werden mnß. Nach dem Bil- 
dungsgesetz der Formenreihe folgt: 


1) Jede Form der Formenreihe ist linear in den Symbolen der 
Anfangsform. 


*) Vgl. Gordan, Math. Annalen Bd. V S. 104. 

**) Vgl. Clebsch, Über eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie (Abh. der 
Gött. Ges. d. Wiss. Bd. \VID: $ 17 und $ 18 Schluß. Die „Formenreihe“ ünterscheidet 
sich von dem dort eingeführten „eigentlich reduzierten äquivalenten System“ durch das 
Prinzip der Anordnung nach höheren Formen. 


{* 
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2) Die Formenreihe ist bei Anfangsformen mit je zwei Reihen kontra- 
gredienter Symbole eindeutig bestimmt; bei Anfangsformen mit mehr Symbol- 
reihen ist sie eindeutig zu normieren durch Auszeichnung spezieller unter 
den durch den Identitätssatz verbundenen Faltungen. 


Nach Satz I. läßt sich eine Formenreihe s}t us u (m >n; u>>r) nach 
folgendem rechteckigen Schema anordnen: 


Leu (stu) (stu)’ > 
(or«) a t,(stu), s,(stu) 


(or) t, (or), s,(oT%) Bi 


(orz) | t,(ors)’"", ,(or2)" Eller Lu, ala)» 


t, (ot) (a2), Ysfarzy «Li 
6, (ot) 
”%. ”) (stu)" | 
. 
t_ (stu)' N: s,(stu)" | 


n(stu)"?, 448, (eu), 8, (stu)"’ | 108,l8tu) lee |, Stu)” 


Man erhält hier, wenn man 

1) um eine Kolonne nach rechts fortschreitet, alle durch Faltung | i 
aus den nebenstehenden Formen entstehenden Formen, E 

2) um eine Zeile nach unten fortschreitet, alle durch Faltung II aus 
den obenstehenden Formen entstehenden Formen, 
und somit alle durch Faltung entstehenden Formen. . 

Kine beliebige Form der Gesamtformenreihe: 7 s* (stu)“ oder %s} (or) ; 
bildet den Anfang einer neuen Formenreihe, die aus all denjenigen Formen 
des rechteckigen Schemas mit der Form %#s/ (stu)“ oder %s} (ora)’ als . 
linkem oberem Eckpunkt besteht, die den Faktor %s‘ haben. 

Nachbemerkung. Eine Ausnahme erleidet Satz I in dem Fall, wo 
die Zahlen » und « (bzw. m und v) gleich Null werden, Faltung I, II und IV 
also nicht mehr existieren, wohl aber Faltung III (bzw. IV). Als Formen- 
reihe bezeichnen wir in diesem Fall das Diagonalglied des Schemas: 


Rn RE, G Fr A RE 


*) Hier, und ähnlich im folgenden, ist der mit $%% bezeichnete unten stehende 
Teil an die ebenso bezeichnete rechts oben befindliche Stelle des Schemas anzusetzen. 
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In Übereinstimmung mit dem Fehlen von Faltung I und II reduziert 
sich in diesem Fall die Reihenentwicklung nach Polaren der Formenreihe 
stets auf das Anfangsglied; es gelten aber die Sätze über Reduzenten. 


\ 


$ 2. Reihenentwicklungen nach Polaren der Formenrethe*). 


; Für Formen mit » Variablen sind zwei Arten von Reihenentwick- 
lungen explizit aufgestellt*”): 
1) für Formen mit je einer heihe kontragredienter Variablen: 
s"u% eine nach Potenzen von «, fortschreitende Reihe, deren Koeffizienten 
„Normalformen“ sind: 
2) für Formen mit zwei Reihen kogredienter Variablen s, 1.‘ 
“eine Entwicklung nach Polaren der Elementarkovarianten (Polaren der 
Formenreihe s’#), die ternär folgendermaßen lautet: 


gr ) % ) 
0/W a n 
[stay 2 ET *];- 


= mag Fn ee 
. % ) 


(1) el in 


Wir kombinieren beide Entwicklungen, indem wir für Formen mit je zwei 
Reihen kontragredienter Variablen: 


‚m n—Äyl u ’ Ba 
HEHE 0 


*) Vgl. Study, Methoden zur Theorie der ternären Formen (Teubner 1580) 11. 7. 
Unsere Ableitung gibt im Unterschied von der dortigen die Methode zur raschen rech- 


nerischen Bestimmung der numerischen Koeffizienten (,,.. Die Clebsch-Studysche Ent- 
wicklung würde bei Spezialisierung a), a’) lauten: 


\ Uygv—a ya mm lu — Vf! so fstfautr—e] u ’ . 
; (stu) u, ee U (tue) => ( a [st stu) ] erte 08, W,(e—= rue), 
= er. 


läßt also nicht die Vereinfachung zu, die bei unserer Entwicklung schon im Laufe der 
Rechnung eintritt, wenn man weiß, daß alle Glieder mit dem Faktor «, auszulassen sind. 
*) (rordan, Über Kombinanten. $2 und 5 (Math. Ann. Rd.V). 
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Entwicklungen nach Potenzen von «, aufstellen, deren Koeffizienten zu- 
sammengesetzte Polaren der Formenreihe s? Zu u/ sind, genommen nach 
den Variablen x und «. 

Es genügt, die Reihe für je zwei kontragrediente Symbol- (bzw. 
Variablen-) reihen aufzustellen, da sich durch Zusammenfassen von je zwei 
Symbol- (Variablen-) reihen zu einer einzigen neuen Reihe Formen mit mehr 
Symbol- (Variablen-) reihen auf diesen Fall zurückführen lassen. 

Um zu erreichen, daß alle Formen der Formenreihe nur je zwei 
Symbol- bzw. Variablenreihen enthalten, spezialisieren wir: 


AN 


a) ost, a) y-uv, 


b) s=or, b') ray 


und führen die Entwicklung für die Spezialisierung a), a’) durch. 

Durch direkte Übertragung der Entwicklung I erhält man zu- 
sammengesetzte Polaren für Formen (stw)“s”t-*?, während für Formen 
(stay uy*orst tt anstatt zusammengesetzter Polaren Glieder solcher ent- 
stehen, deren Auswertung die Einführung immer neuer, erst am Schlusse 
sleichzusetzender Hilfsvariablen nötig macht, wodurch die Rechnung un- 
nötig kompliziert wird. 

Wir schlagen deshalb einen indirekten Weg ein, indem wir die zu- 


sammengesetzten Polaren aller Formen der Formenreihe, also Ausdrücke 


|“ (stuj"=®t ; v* 
y 


darstellen durch die Anfangsglieder dieser Polaren und durch Umkehrung 
des entstehenden rekurrierenden Gleichungssystems die gewünschte Ent- 
wicklung nach Polaren erhalten. 

Nach dem Übertragungsprinzip gilt für die A-te Polare einer Form 


gm ler |, (A<Zn) folgende Entwicklung”) (der Fall A>nr führt durch 
die Entwicklung von [sr] m4n—} auf den ersten zurück): 
ug; | 


*) (Gordan, Die Resultante binärer Formen (Kap. I, $5). Rend, Cire. Mat. di 
Palermo \XIT. 1906, 
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(DC) 
I 


und entsprechend für die #-te Polare von u“ : [u“ır 
[9 T [7] 


‚2 


ur url — 5 A £ 
[u ur = ze 






















ta sn nn 


[#2], =2C0 


(ot um) uu—eı Pv* vr — e 


Durch Multiplikation folgt, unter Einführung von Spezialisierung a) und a’) 


ra" 


[* r(lstu)f | FR "= Ec,.(staen) (str Bi yes" u—r E fi (tuv) (stu)r si e -—o 
r,o 


um 


und daraus, durch Entwicklung nach Potenzen von «, unter Auszeichnung 
des ersten Gliedes F ' bedeutet, daß das Glied =0, a=0 auszulassen ist) 


und Berücksichtigung von (a) 8. 26 


y* 
„me yn —/ u\/ f . N £., rn ‚m u ’ 
fr (tur) (stu) H, v=[s; t (8 tu)“ el‘ 
u. 1 3 \u—o+r,,—a „a—0  morm—d N\—r+to_. 
> ro 7 (st) Hl, ©: Or « (tue) sol . 
(1I.) r,o 
+ 2.230,83 (tu TAT) RETTET re" 
e u d 


T 


1 abe Zange stetige (str werner ltun. 


I 
E 


= (-1jfte DR) (e IK) für A <o 
1 ee 


und entsprechend für die übrigen Zusammenstellungen der Zahlen A, »: z. vr. 
Der Ausdruck {#7 (tun) (stu)"uy*vx ist also zurückgeführt auf eine zu- 
sammengesetzte Polare, und, unter Anwendung der Identität 


(str)u,=(stu)r, —s, (tur), 


auf eine Summe von analog gebildeten Ausdrücken, die höheren Formen 
der Formenreihe entsprechen. 


re 


BR RES I se a Hana a Ai Sul a in irn a OT RENT NT ERSTEN 
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Durch Iteration gelangt man zu der Entwicklung: 


(I) 22 (tun) (tu ui: Ude . [s; (stupemetr irre hi, 


Ps r, 0 


Die numerischen Koeffizienten C,,, berechnen sich eindeutig und rekurrierend 
aus den Koeffizienten c,,, <,, des durch Iteration von (II.) entstehenden Glei- 


chungssystems (vgl. das Beispiel S. 42). Analoge Entwicklungen ergeben 
sich bei den übrigen Spezialisierungen. 


$ 3. Reduktionssätze. 


Die bekannten Sätze über die Reduktion von Formen und Formen- 
systemen sollen nun mit den Paragraphen 1 und 2 in Zusammenhang ge- 
bracht werden, wozu einige aus der T'heorie der binären Formen über- 
nommene Definitionen nötig sind. 

a) Wir bezeichnen als relativ vollständiges System modulo einer vor- 
segebenen Reihe von Formen, ein System von Formen von der Eigenschaft, 
daß alle durch Faltung eines beliebigen Produktes dieser Formen ent- 
stehenden Bildungen sich ausdrücken lassen als ganze rationale Funktionen 
der Formen des Systems, bis auf ein additives Glied von Ausdrücken, die 
durch Faltung der Systemformen mit dem System des Moduls entstanden sind*). 


b) Wir nennen eine Form dann reduzibel, wenn sie sich ausdrücken 
läßt durch Formen, die Invarianten zum Faktor haben oder durch „höhere 
Formen“; d. h. durch höhere Formen der Gesamtformenreihe, der die Form 
angehört, oder durch Formen, die die Symbole des Moduls in höherer 
Ordnung enthalten. 

Die Sätze über Reduzenten”*) lassen sich nun in ihrer allgemeinsten 
Form in folgender Weise aussprechen: 


Definition: Ein Reduzent ist eine reduzible Formenrerhe. 


Satz II. /st die Anfangsform einer Formenreihe reduzibhel dadurch, 
daß eines ıhrer Glieder durch Faltung mit einem Reduzenten hervorgegangen 
ist (einen Reduzenten zum Faktor hat), und ıst die Schlußform der Formen: 


*) @Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen über Invariantentheorie. Bd. II. S. 227. 
**) @ordan, Math. Annalen Bd. XVII. S. 222. 
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reihe aus eben diesem Glied durch Faltung entstanden, so ist die Gesamt- 
formenreihe reduzibel”). 

Beweis: Die Formenreihe entsteht aus dem Anfangsglied durch 
Faltung in sich, also durch höhere Faltung mit dem Reduzenten einerseits, 
durch Faltung des Reduzenten in sich andererseits. In beiden Fällen lassen 
sich, nach $ 2, alle Formen der Formenreihe darstellen als Polaren (Über- 
schiebungen) über die Formenreihe des Reduzenten. 

Der Schluß von der Anfangsform auf die (Gesamtformenreihe hat 
nicht mehr statt bei den übrigen Reduktionsmethoden. Es sind dies 

1) die sogenannte „doppelte Reduktion“. 

Wir verstehen darunter die Reduktion eines Ausdrucks, der zwei 
voneinander unabhängige NReduzenten zum Faktor hat, auf doppelte Art, 
wodurch Relationen zwischen den höheren Formen entstehen, auf die redu- 
ziert wurde. Ä 

Durch systematische Anwendung der „doppelten Reduktion“ muß 
man einerseits alle Relationen erhalten’*”), andrerseits hat man, wenn die 
„doppelte Reduktion“, auf verschiedene Ausdrücke angewandt, keine neuen 
Relationen liefert, sowohl ein Kriterium für die Unabhängigkeit der höheren 
Formen wie eine Kontrolle der Rechnung. 

2) Faltung mit zerfallenden Formen. 

Unter „zerfallenden Formen“ sollen — mit geringer Verallgemei- 
nerung des gebräuchlichen Begriffs — Formen verstanden werden, die sich 
ausdrücken lassen durch Produkte von Formen niedrigeren Grades und durch 
„höhere“ Formen. Produkte von Formen gehen bei einmaliger Faltung 





*) Die Vereinfachung, die durch Satz II eintritt, läßt sich an folgendem Beispiel 
zeigen: Für die spezielle Form f=2?2,+23x2,+x}x, ist aja;u; Reduzent. Daraus 
folgt nach Satz II die Reduktion der Formenreihe 0, (Hvxr) 0; usu; = a} (abu) — a,b,(abu). 

0 
da 0,=a;b,(abu)” aus dem Glied a,(abu) durch Faltung entstanden. Bei Gordan, a.a.V. 
S. 231, wird hingegen die Reduktion der Formen 


0,(d va), 0,(9vr)’, 0,, 0,(dvr), 0;(Ivr)° 
einzeln durchgeführt. 

**) So wurden beispielsweise durch „doppelte Reduktion“ gefunden: die Reduktion 
der Form a, ($ 10), der einzigen bei Maisano überflüssig ins System aufgenommenen 
Form; sodann die in der Anmerkung zur Einleitung erwähnten Relationen zwischen den 
3 Kovarianten und den 3 Invarianten. 

Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 
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in Produkte über; ebenso Produkte von nichtlinearen Formen bei zwei- 
maliger Faltung bei den Spezialisierungen a’) und b’) ($ 2) nach dem 
Produktsatz: 


a, 5,0,b,= 3-3. +3 B-02—,(ab yo). 
Erste Polaren (Überschiebungen) und gewisse zweite Polaren zerfallender 
Formen sind also wieder zerfallende Formen. Es folgt: 

Ein durch einmalige (bzw. zweimalige) Faltung mit einer zerfallenden 
Form entstandenes Glied einer einmaligen (zweimaligen) Überschiebung 
über eine zerfallende Form wird selbst eine zerfallende Form: 

a) wenn die nächsthöheren Formen in der Formenreihe der zer- 
fallenden Form zerfallen oder reduzibel werden, oder auch wenn bei ein- 
maliger Faltung die Spezialisierungen yuv oder v=.y eintreten; 

b) wenn die übrigen einmaligen Faltungen auf höhere Formen führen 
(vgl. $ 12,2. MH, und A,(kn)). 

Ein solches Glied einer Überschiebung kann auch zerfallen: 

c) wenn die übrigen einmaligen Faltungen auf niedrigere Formen 
führen, die unabhängig von der Faltung mit der zerfallenden Form zer- 
fallen, d. h. sich ausdrücken lassen durch Produkte und durch die zu 
reduzierende Form, wobei man sich aber jeweils erst durch Rechnung über- 
zeugen muß, daß der numerische Koeffizient des betreffenden Gliedes nicht 
identisch verschwindet. Es ist dies nichts weiter als „doppelte Reduktion“ 
der niederen Form (vgl. $ 23,0. H,(0Hu) (Osu)). 

Zerfallende Formen entstehen durch alle einmaligen Faltungen mit 
Funktionalindetermanten”), außerdem durch gewisse höhere Faltungen. Es wird 


ty, + lt), 


— 


? 


(stya)s,=3t8,— 3844 8,(stya)' — ;(stya). 
Analoge Formeln gelten für die dualistischen Formen 


(o1 va) v, und (orvu)n, 


*) vel. Gordan, a.a.0. $3. 





a a u Pe b 
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Nach den Sätzen dieses Paragraphen ergibt sich für die Aufstellung aller 
irreduziblen Formen, die aus der Faltung von S mit 7’ entstehen, folgende 
Regel: 

Man gehe, bei den niedrigsten Faltungen beginnend, auf beliebigem, 
vorher festgelegtem Wege (z. B. zeilenweise oder symmetrisch zum Diagonal- 
glied) so weit in der Bildung der Formenreihe S7 voran, bis man an eine 
Form gelangt, die einen keduzenten zum Faktor hat. Die durch diese 
Form definierte Formenreihe ist auszulassen, sobald die Schlußform die in 
Satz II aufgestellte Bedingung erfüllt. Nach Ausscheidung aller reduziblen 
Formenreihen sind durch Anwendung der doppelten Reduktion alle übrigen 
reduziblen, ebenso alle zerfallenden Formen zu entfernen. Stellen der Ge- 
samtformenreihe, die durch unabhängig voneinander reduzible Formenreihen 
doppelt überdeckt sind, geben Anlaß zur Reduktion von höheren Formen 
(vgl. $ 11, D). 


Kapitel II. Relativ vollständige Grundsysteme. 
$4. Erstes relativ vollständiges System. 


Wir beschränken uns im folgenden auf die biquadratische Form, mit 
Ausnahme des ersten Satzes. Doch lassen sich, bei passender Wahl der 
Moduln, die Resultate der $$ 5 und 6 leicht auf Formen höheren Grades 
übertragen, ebenso wie sie für die kubische Form gelten*). 

Man erhält ein erstes relativ vollständiges System für Formen be- 
liebigen Grades nach dem bekannten Satze: 





*) Für die;kubische Form lauten die entsprechenden, analog abgeleiteten Formeln: 


> 
(abe)azb,c: = (say) (se2) (sy2) + 3 A,4,4;-(zy2), (IV.) 





s=(abe) (abu) (acu)(beu), A=(abc)’ a,b;c,, 
t= Ay (A0 u)’ ug=0; u,u3, T=a};. 


ac 
(adu)’ =; u:s, 
oO 


. Ur’ dA, agy(a du)—=0, ag (a Ou)’ = 8. (1.) 


T 
e 


a4, 


ay—=A, ay(aHdu)—U. 
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Satz III. Die aus dem bindren Gebiet übernommenen Formen, d. h. 
diejenigen Formen, die aus den Systemformen der entsprechenden binären 
Form nach dem Clebschschen Übertragungsprinzip durch Ränderung ent- 
stehen, bilden em relatıv vollständiges System mod (abc). 

Beweis: Einer binären Relation, die aussagt, daß die Formen Q,... @/ 
ein vollständiges System einer binären Grundform bilden: 


d—- F(Q)=0=F|(ab)e,+(be)a,+(ca)b,}gy;*) 
entspricht durch Ränderung die ternäre Relation: 


Q- F(Q)=Fu,-(abe)y;: 


Dies ist aber die Definitionsgleichung für ein relativ vollständiges System 
mod (abe). Für die biquadratische Form besteht das System der über- 
nommenen Formen aus folgenden Formen: 


=. 0=-Mu,=(abu’abi; K=Ku;=(adu) u, a;6; 


=W5=laduu; v=u,=(abu), 


unter denen die vier ersten ein relativ vollständiges System mod ((abe), v) 
bilden. 


$5. Zurückführung des Moduls (abe) auf die Moduln 4 und v. 


Der nur durch einen Klammerfaktor gegebene Modul (abc) ist in 
Übereinstimmung mit der Definition ($ 3, «) auf Formen des Systems zurück- 


F B- 1 
Gau W=; S-u,. (2.) 
k S 
(adu)’=a, — & u: | 
> 


| 6) 
(a Ju)‘ =(), | 


- PR 1 Y m.» 
0 (s)—=(s S, =)" == Da, +38-.0—, Tu;, 


(4) 
‚ur S-T. 
15 
Reihe der Moduln: (abe); A; s; t (das System des Moduls ? besteht aus der einzigen 
Form ?). 
*) (Grordan-Kerschensteiner, a. a. 0. S. 134. 





IH=(tt, x)’ — 8a + T-a, + 1.5 I — 
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zuführen. In anderen Worten: die Formenreihe (abc) ist eindeutig zu 
normieren (vgl. $ 1). 
Es wird sich zeigen, daß die Formen: 


I=(abe)’ azbic, v=(abu)* 
als Modul genügen, d. h. daß die Formen 
I=(abe) abc, a,=(abe)(beu)a, a=(abe)’(beu)a,, i=at=(abe)* 


die Formenreihe (abc) definieren. 
In der Formenreihe «a, fehlt die Form «? nach der Identität: 


a,=(abec)’ a,(beu)= | u, (abe) = 


A) _ 


Zur Zurückführung eines Moduls auf einen höheren haben wir nach 
der Definition die allgemeinsten Faltungen oder auch alle speziellen in Be- 
tracht kommenden Faltungen mit dem Modul auf Faltungen mit dem 
höheren Modul zurückzuführen. 

Die allgemeinsten Faltungen entstehen in unserm Fall aus den 
Ausdrücken: 


bi c:a,b,c, 


zu 


(abe)a;,bic, (abc)a;z 


zu 


(aus den kubischen Formen übernommen), 


xx ı 


(abe) a,b,c,a,bic; 


(aus den quadratischen Formen übernommen) und durch Polarisation dieser 
Ausdrücke. 

Zur Berechnung dieser Ausdrücke durch die Polaren von ./ und der 
Formenreihe a,, bzw. deren Anfangsglieder, schlagen wir, wie in $ 2, den 
indirekten Weg ein. Wir entwickeln die Polarenglieder 


(abe) az b,c;, a,(vay)(vy2)(vz2) a,a,a,=(abe) (bexy) (beyz)(beza)a,a,a, usw. 


als lineare Aggregate von Ausdrücken mit dem symbolischen Faktor (abc) 
und erhalten durch Umkehrung des Gleichungssystems die gesuchten Re- 
lationen, sowie eine Relation zwischen den nach verschiedenen Kombina- 
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tionen der Variablen genommenen Polaren. Zur Auswertung dient der 
Identitätssatz und der Produktsatz für Determinanten. 
Das Gleichungssystem lautet für (abc) a,b, c*: 


1) FZa,(vyz) a=6(abe)a,b,c: —6>(abe)a, b),b.c2c,*), 
3 


2) 3(abe) a, b,c; (ayd)-z cd (vyz)a,-(ay2)= 2 Z(abe)a, b,b.e;c, 
—4 2 (abe) a,a,a,b,b,c; Ca A 


3) a,(vway)(vyz) (vza)a,a,a,=2&(abe)a,a,a,b},b,cc,, 
3 


4) SZ a,(vyz)’ a 5 2a: (vyz)’a-(@y2)+2i-(ay2)=6E (abe) a,a,a,b,b,c;c;, 
3 “3 3 


Daraus folgt für (abe)a;b,c}, und durch analoge Rechnung für (abe)azb,cia,b,c,, 
(abe) a,b,e, az byc2: 


(abc) a,b, = =, (abea ae-(ey2)+2a,way)(vyz)wza)a,a,a, 


1. 
ae, 


(IV.) (abe) azb,ca,b,c,= = (abe)alb,bze,ca (ayd)tz a,(vay)(vyz)(vza)a; 


l : 2 
5% (vay)(vza)a,-(ayz), 
(abe) a,b, ab, = + (abe)'a} b.e-(y2). 


Wir haben somit ein relativ vollständiges System mod (#,v) erhalten, be- 
stehend aus den vier Formen: /,6, K,j. 

Es folgt daraus: Alle nicht aus dem binären Gebiet übernommenen 
Überschiebungen von f über 4, ebenso wie die im Binären auf (ab)* redu- 
zible Überschiebung (a0)? lassen sich ausdrücken durch Symbole / und v. 





*) z bezieht sich auf die durch zyklische Vertauschung der Variablen aus dem 


Anfangsglied. entstehende Summe über drei Glieder. Die Gleichungen gelten auch einzeln 
für jedes Glied der Summe. | 
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Wir erhalten die für das Folgende grundlegenden Reduktionsformeln, 
durch Spezialisierung von Entwicklung IV, oder kürzer durch direkte 
Rechnung (Vertauschen der Symbole), für a,(a®u)’, a,(aWu)’, (ad) nach 
folgendem Ansatz: 

















asladu)—(abe)(beu)(abu)— : (abe) (beu) \(beu) a,— u, -(abe))”, 
as,(aH u) = (abe) (abu) — : (abe) (beu)a,— u,-(abe)]’ 
3 


für (adu)’*): (abu)a,b, = Zus (Iyx)60,+ 2 (vya), 


> es en 
(abu)(acu) bi =; us(Faua) (bau) + ; (vrauz)': 


Kaauy =! v.f-2 ud r8- 0° ZUR 7 
6 2-8 v 3 *7 v 18 * 


1 | 
=; u, 4 asladu) =O 














=4 
(1.) | 3 Yu), 
* - —=( ‚(adu” =) 
az(a0u) — ur a,+ 2 1,5 u, asladu)=0 
| | re 
a;,(adu) = 0 as(adu) =,a,— ; Hr 


Wir nehmen dazu die ebenfalls aus der Reduktion des Moduls («bc) ent- 
standene Formel: 


(2.) DAuU,= Zziu,. 


Aus den Formeln (1.) und (2.) und den für die Grundform v analog 
gebildeten Formeln leiten sich alle späteren Reduktionsformeln durch Poları- 
satıon ab, ausgenommen die Relationen für die zerfallenden Formen. Aus 
den Formeln (1.) sehen wir: 





*) (ordan-Kerschensteiner, a. a. O. S. 92. 
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Es führt die Formenreihe: «a,(a@u)’ auf Symbole » allein, 


a, auf Symbole 4 und >», 

(au) auf Symbole 7, 4 und v, 

(a@u)” bei Faltung I auf Symbole 7 und », 
(a@u)” bei Faltung II auf Symbole / und v. 


Wir können also ersetzen: 
1) mod (4,v):Faltungen mit 7 durch entsprechende mit («4u)’ 
oder (a@u)"; 


2) mod (v):Faltungen mit 7 durch entsprechende mit «, oder a,(a®ı) 
oder auch durch spezielle mit («@w)’ (die nur zu einmaliger 
Faltung I führen). 


Es wird insbesondere: 


(adu) = - (jyx) mod v, (ad) a,0,— — 2 (jy«a)’ mod», 
(ad), = : (Auv)’ mod vr, (adu) (adv) ugr = — - (Auv)’ mod r, 
(ad)? a,v, — - (Auv)’ 4, mod v. 


$6. Zurückführung des Moduls (4,v) auf den Modul (v). 


Die Reduktionsformeln des letzten Paragraphen geben uns das Mittel, 
direkt das relativ vollständige System mod » aufzustellen; wir werden sehen, 
daß wir dem System der übernommenen Formen nur die Formen / und 
(a4du)= N beizufügen haben (analog wie bei der kubischen Form und über- 
haupt allgemein gültig). 

Wir betrachten zur Reduktion des Moduls / alle speziellen in Be- 
tracht kommenden Faltungen, d. h. die Faltungen des relativ vollständigen 
Systems mod (4, v) mit dem System von 4, und gehen aus von den in 
den Koeffizienten niedrigsten Formen, den Faltungen von / mit 4. 
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Zur Reduktion der Formen (a4u)’, (adıu)', (aA) ersetzen wir nach 
$ 5 die Symbole .7 durch niedrigere Formen der Formenreihe, d. h. wir ent- 
wiekeln die Ausdrücke 


agbs(bAu), azladu)b,(bOu), aszladu) b,(bOu) 


1) nach Polaren der Formenreihe «, (Symbole 4 und r), 
2) nach Polaren der Formenreihe 5,(b#)’ (Symbole ») 


und erhalten die Reduktionsformeln (Rechnung siehe unten): 


Il. 5 


1 Fee 
a) (Au =z ara) zu, rt os] 


39 (« 
3) b) (AV) =— 09r2), 


ec) (aAu) =". = H-? u..0, 4 2 u20. 

(Zu den gleichen Resultaten führt auch die doppelte Reduktion der Aus- 
drücke «az(bHu)’, a5, (bu), a,(adu)’(bOu) und a,(adu)(bOu) nach Elimi- 
nation von «}). 

Aus den Formeln (3.) folgt, daß (a4u)’ Reduzent ist in bezug auf 
den Modul v. Daraus ergibt sich: 

1) Die Reduktion des Systems von f: DieFormenreihe (Ju) = a, (ad ıu)' 
hat den Reduzenten (@afw)’ zum Faktor. 

2) Die Reduktion des durch Faltung mit dem Modul 4 entstandenen 
Systems: 

Die Formenreihe (#.4«)’ hat den Reduzenten (a.Au)’ zum Faktor. 


Für die Formen (#4) und 4, ergibt sich: 
(aAu) (ab )=(H Au) —u,- A, (AU), 


(adu)(a Ab)= — - AI;+ : u, 43. 


Aus dem Reduzenten (#4u) folgt aber die Reduktion des durch 
Faltung mit dem Modul .7 entstehenden Systems. 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 
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Das relativ vollständige System mod » besteht also aus den sechs 
Formen: 


0, K, 5 4, N. 


Als Beispiel zur Reihenentwicklung in $ 2 geben wir die Ableitung 
der Formel (3.)a ausführlich, bei späteren Rechnungen soll direkt die 
Schlußformel III aufgestellt werden. (Polaren verschwindender Formen 
sind schon während der Rechnung ausgelassen; die erste Zeile gibt die 
nach Entwicklung II eingetragenen Werte, die zweite Zeile die, mit der 
letzten Gleichung des Systems beginnend, rekurrierend gefundenen Schlußwerte.) 

Es folgt nach Entwicklung II: 


1) m=3 n=4 i=2 u=(, vozxzsl; 


agb, (bH U)’ = [as], b+ . la,b, (au) (bu) — u,-a,bs(a0b)(bA)) 





- : las(aBu)’ bs — 2u,-a;(a0u) (a0b) b5+ u; -ay(a0b) b,| 
2 2 1 ? 1 2 ? 2 21 2? 
= (a4 u) + 5 [a,(adu)’]b+ 30 I (au?) — Buz-[as (adu)?]b 


- BR az;(adu)?|b + r u-[as(a0u)]|b° + 5 u-[a, (au) b. 


2) m=?2 n=3 lel u=l vex=1. 


as(adu)b,(bAu) = - la,(adu)' bs — u,-az(adu)(a0b) ba} + 5 as (bH U)’ 





_: la, (bOu) (adu) — u,-ay(a0b) (bOu)) 


= 5(a4n)? + > [as(a0u)]b+ 1 [aCa0u)]-f 


= : u, [a3 (a0 w)?] ’ — r u, [a5 (a0w)?]d + . [ey (a0u)’]|b. 





3) m=2 n=3 Ai=1l u=l v-Lh = 
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as(a0b) b,(bHu) = : la, (adb) (adu) b,— u,-a,(a0b)' b,} 





rn - fa,(a0u)] b° + a (a3, (a0 u?]b — : u,.[ay(adu)‘]b° 


= ri u, [a5 (au?) d. 
4) m=i. n=2, 4=0. sd vazx=], 


a,(a0u)? b,=[a,(a0u)’]b+ a3 Ca0u) (bu) 





—=[a, (a0 u))b + [a5 (au). f— . u,.[a;(a0u)'|b. 
6) mel n=2 A=0, u=2 v=1l x=2 (x>p). 


a,(adu) (adb)b,=[a,(adu)]° + ze (adb)(bBu) 





=[a,(a0u)]B 4 1,[a (a0W]b-- 1, n,-[a3CaOu)]b* 


6) „=, n=23 4=0 u=2 v=1 za, 


az(adb)’ b,= [ag (ah u)’]b. 





) m=2 n=4 4=2 u=v=z=0. (Nach Entwicklung ]). 





a,(bAu) = [es], + 7 as (avu))-f-2u,-[r;(a9u)’]b + u; -Tay,(adu)] db. 


8) m=1 n=3 1I=1. u=1l rv=x=0. (Entwicklung ]). 


j 





a,(auu)(bHu) = r [a, (adu)']|-f— z u, [a5(a0u)’]b. 
| | 9) m=1 n=3 A=]. u=x=1. v=0. (Entwicklung I). 


a3, (a0b) (0) = 1 [a3 (a0u)]b 1 uz-[a3 (au) 
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Aus 1) und 4) folgt: 
p) 6 9 ’ 5) 9; 3 
(alu) = 5 [,(adu)’)b+ . F-Ta,(adu)’) + Ur [a,(a0 u)? 6° — R u,.[a,(a0u)’|b 


— > u? -Jaz(a0u)? - [a5 (a0u)? 
10" 20" 
2_ 3. 2 24 2 B a Amex Bis 
(«ad = —a,b,+ BF +zu,g, b,— 55 ad, b} tert 


(Zur Umrechnung in Symbole # vgl. $ 8 und 9.) 
Formel (3.)a ließe sich noch kürzer durch direkte Übertragung von 


Entwicklung I unter Einführung der Hilfsvariablen w=.x1ub berechnen, 
während schon bei Formel (3.)b und (3.)e der von uns eingeschlagene Weg 
der einfachere wird; bei (3.)b weiß man im voraus, nach $ 9, daß alle 
Glieder mit dem Faktor «, auszulassen sind. Man erhält zur Berechnung 
von (3.)b und (3.)e: 


(3.)b) 1) a,(a0u)b, (bOu)' =, (a Au)’ + s la, (adu)) b+ [a5 (a0u)]_, 


2) a,(adu)b;(bOu)’=[a,(adu)) b+ = la, (a0u)’|_; 


(3.)e) 1) a,(au) b,(bhu) =! (a.Ju)' + < la, (adu)‘|\ b+ la (a0u)?]_ 


C 
2 12-[a5(adu?)_W- £ 1.-[a3 (a0u)),d+ on uz-[a} (adu)?)_D*, 


ub” us 


2) u,(a0u) b,(bOu) = 2 [a (adu)]_. 


Nachbemerkung: Analog berechnen sich die nach $ 5 reduziblen 
Überschiebungen von / über „. Es wird 


=, tw hg HB + ze, 


(4.) 
„2, 


Var, 6, H- -2u,: + 70, 
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7 1 
= — 0%+5 1,0, 




















Aus (3.) und (4.) folgt, durch Übertragung aus dem binären Gebiet, 
(06 u)’ = S J-fwmod v*). Die übrigen Formen der Formenreihe (#6 .)’ und 


die Form 6, sind reduzibel auf Symbole v. Wir können also ersetzen: 
mod v: Faltungen mit /-) durch entsprechende mit (00 )?. 


Es wird ferner: 


(33 «) = 5 


f- fd. 0; (9 3x) = N. 


Kapitel III. Das relativ vollständige System mod (5, 0, ). 
$ 7. Überblick über die Bildung des Systems. 


Um von dem relativ vollständigen System mod v zu dem relativ 
vollständigen System mit nächsthöherem Modul überzugehen, hat man nach 
der Definition $ 3 das System von » in bezug auf diesen höheren Modul 
zu bilden und mit den Formen des relativ vollständigen Systems mod v 
zu falten. Nun aber steht »=u; als Kontravariante 4. Grades der Form / 
dualistisch gegenüber. Betrachten wir daher » als Grundform, so erhalten 
wir ein relativ vollständiges System von sechs Formen mod v (v)=(rvm, a)'=s;}. 

Wir haben also zur Bildung des relativ vollständigen Systems mod s 
(System III) zu überschieben 


2 System I; 5 0, A, 5, 4, N über 
; . System 1I: v, H=(vv,?) u, U, L=(vna)F Zur Un, g=(rna* HM}, u M: u? uf, (vor). 


1 Es wird sich zeigen (Formel (13.)), daß die Form g reduzibel ist, daß 
; also System II nur aus fünf Formen besteht. 
5 EEE 


*) Gordan-Kerschensteiner, a. a. 0. S. 181. 
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Im Laufe der Rechnung werden die quadratischen Formen 
o=w=0,u,, t=%=aH; 


als Moduln adjungiert, sodaß man ein relativ vollständiges System mod (s, o, /) 
erhält; und zwar soll der Modul (e, £) als höherer Modul als der Modul s 
gelten. 

Die Anordnung der einzelnen Formen soll nach der Ordnung in den 
Koeffizienten erfolgen. 

Wir normieren die Faltung 


0,(K,01,---) 
höher als die Faltung 


H;(H,,1s,...). 


Dadurch ist nach $ 1 und $ 3b die Reihenfolge der einzelnen Formen 
gleicher Ordnung eindeutig bestimmt. 

Die Bildung der Formen gleicher Ordnung wird tabellarisch durch- 
geführt: 

I. Angabe, welche Formen von System I und ]I miteinander zu 
falten sind, um die bestimmte Ordnung in den Koeffizienten zu erzielen. 

II. Aufstellung der irreduziblen Formen nach dem Schema der 
Formenreihe. 

III. Reduktion der reduziblen. oder zerfallenden Formenreihen oder 
Formen, d. h. derjenigen Stellen, wo die Gesamtformenreihe abbricht, und 
dadurch der Nachweis, daß alle irreduziblen Bildungen mit den angegebenen 
erschöpft sind. 
| IV. Folgerungen, und zwar 1) Angabe neu entstandener Reduzenten, 
2) Angabe derjenigen Formen, die nicht in Produkten mit Formen des 
gleichen Systems in Faltung mit Formen des andern Systems eingehen. 

Es wird sich zeigen, daß nur auftreten: 


1) Faltungen von je einer Form von System I mit einer Form von 
System II. 

2) Faltungen von Potenzen von 9, bzw. //, oder von zwei Formen 
des einen Systems mit je einer Form des zweiten Systems. 
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Wir werden folgendes Schema zur Faltung erhalten: 


System I gefaltet mit System II 
1. Ordnung f 2. Ordnung v 
2. ö 0 4. , I 
3. n K, 7,4 6. ö L,o 
4. . N, 0, /-j 8. : (rox), IP’ 
D. ö 0. K 10. R II-L 
u ;, 0, A.j 12. r er, 


Zur Kontrolle der Rechnung dienen, außer der „doppelten Reduktion“, 
die beiden speziellen Formen: 


> > ? > ! 1 i ? 
[= 8. di, == 6 H = N / = — T 4 I, Pau # 
Me 24 6 
0=—.j. 9=-3i4. 9=0. 1=0. 
. - 2 \ l E. w 
II [=Z3 s=;t/ = 010 1,= 1510 0-51) (J 5 ’.d. 
0o=0 t=(. 


Nachbemerkung: Den Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) entsprechen für die 
Grundform » die folgenden: 


A, =; u1,+0 


 — ri 


(vn) =A lH (rnra)=0 IR=o 


(5.) 


(vna)=0 H,(vn®=B Hlrne)=0 


v 





na’ =g H,wna)’=0 Mfony)=(l, 
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a) vo” =5(H s gi v.s, - u,.s,(Hsu)’ + u; - Jv— u], 
® > 
7) b) Wo, (Heu), 
21 a 1 
ec) (vor) = 105% _ 92-5 U,*S,, 10 Sn 
> ’ 
a) ,=—-5,+ 1, 5, : 7 — 3 tu: ni 
, 21 3, 
b) g, 105% -792-2u, s” 3 US, 
(8) 
C) da u,.st 
TUT EEG 





$ 8. Formen dritter Ordnung (System IIT). 


Faltung von / mit ». 


2 
. dl, 5 


Irreduzible Formen: 


Reduktion: @,— iu, (Formel (2.)). 


mit v ein. Das Gleiche gilt für » in bezug auf /. 


Irreduzible Formen: (Ira)? 0,(9va) Mr} 
9,(Irx) Ua 


rn TEE. in 


Folgerungen: 1) «a; ist Reduzent. 
2) /tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen (7) in Faltung 


$ 9. Formen vierter Ordnung (System IT). 


Faltung von # mit v. 





( Irv x) 0 


v 





ei TnEen PR es ER A NET Go N I 
a Sa . - 





ah 
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Reduktionen: Aus dem Reduzenten «, durch doppelte Reduktion der 
Ausdrücke a}(abu), a,b,, a,b,(abu) nach dem Ansatz: 


6, (Iva)=a, (abvx) (abu) — 3 vv) =a,b,(abvx)(abu)+ 2 (vr. 


—=a,(abu)— a,b, (abu)=2a,b, (abu)= . ao, (abu), 


0, (Ivr)=a, (ab va) — ; ma) =a,b,(abva)+ : (vv,x)‘ 


. a y 1 ] > . 2 ] 
Br 9,3 272 ...2 242 RR _ö£ \ 
—1.f- 2a,b,+4,b,-35=2a,b,—2a, ,+43=3 "if ab,— 28, 


e(Ira)= a,b, (ab v2)(abu)=a,b,(abu). 
Es entstehen die Formeln: 


6, (Iva)=0 


Ser: Hrafatif!s EIYd=0 Eu=u,=e (adj. Modul, $7). 
v ” 9 6" PIE AE VEREEEREH < 





Folgerungen: 1) &(Irvx)’ ist Reduzent. 
2) v tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen (g) in Faltung 
mit 6 ein. 


$ 10. Formen fünfter Ordnung (System III). 


K,j. 4 mit v 
Faltung von IA RN 


| f mit 7, 
Irreduzible Formen: 
K, 
kry) K} 
A) . N r 
(kr) K,(ky.)' 
K,(kr.o)’ ur 


Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 
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(jvx) 4, 
Gr) 
en C) 
(Jr) 
0. I 
(aHu) (aHu)’ 
D) A, a,(aHu) a„(aHu)’ 
A, 
Reduktionen: 
A) Formenreihe Ä?: Reduzent «@). 


Form A},(kva)’: Reduzent #,(Ir.). 
(kra), A,(kva), A’(kvx) sind zerfallende Formen nach $ 3. 


B) Forn (pr) = (adv) =at-0+0.f—400,— Aa, |a,-0,— (adva))? 
+ 602 {a,0,—(adr)”?=o-f+ a {0-60 (adv)? +4a,(adrz), 
Gra)'=o-f+210-mod(4,r), (vgl. $5 Schluß). 


C) Form #;: KReduzent 6,. 


Formen 5, und Z}: Reduzent a? oder # durch Ersetzen der 


Form 4 durch niedere Formen der Formenreihe ($ 5 Schluß), d. h. durch 
doppelte Reduktion der Ausdrücke 


A%, A500, und az. 


Die doppelte Berechnung von 4, gibt Anlaß zur Reduktion der 
höheren Form a,. 











Rune‘ 





EEE UETEETTNEE 





TEE TR 





Noether, 


über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 


Reduktionsformeln: 


(10.) 


3 3 Ban 
a) 4; ==, — 27 (asu)’ +3 0 + E (2a, — 
ee Mr 
b) 4, - netzteil zt 
2 
C) dI,=4,—- =t. 
Ableitung der Formeln: 
u), Gr. 6 N: Be ll, 
Ag a,=; age ug [as (a0 W?], v.x +5 fa, (a@u)? ra 


b) 


D) 





[a5 — 5 ur. [a5 (au), ve, 


i0= 4 


a IV 


os 
x) 

u 

-] 


C h 
ag a,6, u 0 [as], an la3],:+ = -[a3 (ad)? |... x - - 


D 


1 A Fe 
er [a3]. 54 ls (a, (a9 eva”, 
z 
0=,4d,-5 U, I, u +55 4 (ds 


a0, = a,=(4g 0, ia, __ (a 0 ya)r 
r. 3 we. NE 
= [a] + 5 [aan er gl a], 


C en 
.+[ay]. + . u.[a,(a0u) er”, 


r>- 3,3 Er ö 
a, 54 ‚+5 u dl, +50 u.a), 


56,=a,=[«a +: {a (an), 


« ) 
„=d,+;4 
.) 


« 


Reduktion von «, durch doppelte Reduktion von 4, ((). 


x 
I 
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2 1 Ä 
u.I:—a, a, (vv, x)” + ns a‘ (vr) + EU,‘ a? a, (vv,x); 


[a3 (au), vr 
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Die übrigen Reduktionen durch Rechnung, die der in $ 9 dualistisch 
entgegengesetzt ist. 


Reduktionsformeln: 


1 I} ; ni. 1 
(a H)= — „(asw) d(aHuy=z1iv—,(asu), 





3 ») 1 sn 
(11.) 2 = —a,+ ART, + : u,.t,a, («Hı)=0, 


as =! (als Modul adjungiert). 


Folgerungen: 


1) (jra)', 4,, a,(aHu) sind Reduzenten. 

2) » tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung 
mit Ä, 7, 4 ein; das gleiche gilt von / in bezug auf // und von 7 in bezug 
auf v, da 4,(9-7,v,x)’ nach $ 11 B reduzibel wird. 


$ 11. Formen sechster Ordnung (System IIT). 
16°, f.j, N mit », 








Faltung von 
B mit M. 
Irredisible Formen: 
A) (I v x)’ . B) A, (J vx) . C) N, i 
(Fra), a,(jra), 
| (9 Hu) | (0 Hu) . 
. (Ina) | 6, H,(# Hu), 6,(0 Hu) 0,(6 Hu)? 
(970) H,lIna), 0,99%) 6, 6,(0 Hu) 
| 0 y (3 n x) 
Beduktionen: 


A) (rva)' zerfällt nach Formel (3.)a: 


un 2 1 2 3 { 2 1 . 
(a4 9%) =5(9 va) —;fa,(v9%) =;d°’+f-dy. 








N ae 


2 ae 


r au er ee CR ” a an et a m 
FE ER, eh RE Br 








En ale le ae 
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B) a,(jvx)’ zerfällt nach Formel (9.)a, indem wir nach $ 6 Schluß 
f-j durch (00 u)’ ersetzen, und die Reduzibilität von #, beachten: 


un .n ) 
a,(jrx)=(#0'vx)’0,=6,-0--6,6,=6,.0+6,(97 0 u)=6,.0— .6,-6. 
Formen «,(jvx)’ und @(jrx)’: Reduzent «, und (jrx)': 
a, (jv.x)’ =, (jr.x)’ zo. (jvıx)’ (jv an) 


a ‚(jva)’= a (jvx)- - 2a ( ro)’ (jran)+(jra)( jrau) 


C) Formenreihe N}: Reduzent 4,. 
(nva) und N,(nva) zerfallen als Überschiebung über Funktionaldeter- 
minanten nach $ 3. 


D) Übersicht über die Reduktionen: 


a) Formenreihe 6; //,: Reduzent «,;(„u). (Führt auf Formen mit 
höheren Symbolen.) 


b) Formenreihe #, H,: Keduzent «/(«Fr) durch doppelte Reduktion. 
(Führt auf Formen mit höheren Symbolen und auf höhere Formen der 
Gesamtformenreihe, d. h. auf die Formenreihe #,) Wir betrachten an 
Stelle von #,/7, die Formenreihe 6, (97,2) (0 H7u)=6, H,+6,, ersetzen darin 
die Symbole # durch die niedere Form («bu), gelangen so zur doppelten 


Reduktion der Formenreihe «a, (a Hu) (abu)=6, 1,+ >: mod s bis zur End- 


N 


form a} b,(bHu)(abu)=0, N, + 56. 

ce) Formenreihe #;: Durch doppelte Reduktion derjenigen Formen, 
die zugleich den Formenreihen 6, //, und 6, //, angehören — d.h. der Formen 
der Formenreihe #,//, — auf Formen mit höheren Symbolen einerseits. auf 
Formen mit höheren 'Symbolen und auf die höhere Formenreihe # 


andererseits. 


d) Formen #,($72), 0,(9.x)‘, 6;(9nx): Durch doppelte Reduktion 
mittelst des Reduzenten « analog der Rechnung von $ 9. 
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e) Formen #,(# Hu)’ und 6,(9nx)’: Durch doppelte Reduktion der 
Ausdrücke (a 4u)* und (a4 »x)* mittelst der Reduzenten 4? und (a4u)*. 


f) Formen //, und A;: Zerfallende Formen. Ergibt sich bei 7/3 
durch doppelte Reduktion des Ausdrucks S;(a4Au)’ oder auch durch direkte 
Berechnung der Produkte («a})’, «,-b, durch Formen des Systems. (Die 
analoge Berechnung von (a,)’ gibt eine Relation zwischen zerfallenden 
Formen.) 


g) Reduktion höherer Formen dadurch, daß Formen der Formen- 
reihe 4. 77 zwei Reduktionsmöglichkeiten zulassen (zwei reduziblen Formen- 
reihen angehören) und zwar: 


q durch doppelte Reduktion von 6;(9n.x)’: läßt Reduktion d) und e) zu; 
s;(#su) durch doppelte Reduktion von 6, (9x) : läßt Reduktion ce) und d) zu 


s,(#su)' durch doppelte Reduktion von 6,74; : läßt Reduktion a) zu und hat 
Reduzent #(9rvx)’ zum Faktor; 


S durch doppelte Reduktion von 6,7, : läßt Reduktion a) und c) zu. 


Der Nachweis der Unabhängigkeit der übrigen Formen ergibt sich 
durch doppelte Reduktion der Formenreihe 7, («Ju =6),. 


Ausführung der Reduktionen: 


Die Existenz der Reduktionen a), b), ce), d) ist a priori klar, da nach 
dem angegebenen Bildungsgesetz die bei der doppelten Reduktion ent- 
stehenden Relationen von einander unabhängig sind. Bei den Reduktionen 
e), f}, g) ist durch Rechnung nachzuweisen, daß keine Identitäten ent- 
stehen. 


Wir geben, symmetrisch zum Diagonalglied in der Formen- 
reihe 9-7 bis zur Form 9, vorangehend, teilweise mit Andeutung der 
Rechnung, auch die durch Reduktion a), b), ce), d) gewonnenen Formeln, 
da sie zum Teil bei Reduktion e), f), g), zum Teil später Anwendung 
finden. 








4 
$ 
1 
=, 
, 








SEE 7 
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1) HA, und A} nach fl. Nach dem Ansatz”) 


a,b, =r-a,b,—(aHu)(bHu)b,— rv-a,b,— f-a,(aHu)— (abu)(aHu)b,+(abu)*b,, 


a,b, =b,, \a, u, —(avy,u)! "= y.urb} - -2u, b,(aHu)(bHu) — | (asu)’(bsu)? 


«v.a,b,— 2a’(a Hu)(labu)— - (asu) (bsuy+(Inz)(0 Tu)? 


entstehen unter Eintragung des Wertes von @, 7, die Formeln: 
a) H,= 2a,.a,+2v-.4,(I9va)’+2/-a,(aHu)’—26,, 

2 2\2 2,2 TR. l ., 1; 4 
b) Ay (a,)’+206,+,, (su) +735°7-3tfr-zf-(asu). 


> 


(12.) 


2) 6,Hl, nach b): 


bu 


a,(a Hu)Cabu) [a,(a Hu) );; +3 f-[e;(@e Hu)? = «,b,(aHu)(abı) 
+4, (abn%) (abu) (a Hu) 6,(992) (0 Hu) + - 0, + - (vnx)°. 
Nach den Formeln (5.) und (11.) folgt: 


3 
0,H,= — 50, "4 | (Os w _— —$: +, ıf-r. 


3) 6,H,(#Hu) berechnet sich nach b) analog wie @,/1,: 


6, H,(6Hu) = — 6, (0 IH) : (Hsu)°, 


4) 6,H,(9nx) nach b); Br nach d) (vgl. $ 9): 
0, H,(3n2)= (9m) — 55 (Osu)= 3 (902) — 185 (Ast), 


6,(972)=; a,(abu) = -5.(902). 


*) Das Zeichen = an Stelle des Gleichheitszeichens bedeutet, daß Produkte 
aus u, mit höheren Formen, als die durch Faltung III und IV entstehenden, aus- 
gelassen sind. 
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5) 6, Hg; nach b), 6, H; nach a), 
aus «,(aHb)(bHu); aus a, (Hab) (abu); 


6, H, nach b) und dadurch ®, nach ec), 
aus «,(bHu) (abu): 


3 l 1 4. 1 
2 2 > ? 
6, Hy Merz 4,1, — ,s5(0su) +69 514, 0, — 


ehe 
6 v 9 v) 


2 


& 2 1 2. 
6, Hy, 5 0,555 (Os + u ° ıd,, 


2 2 5 
2 u a 3 ü ’ 
6° Hu 3 0,— 3 6, + 36% und daraus 


0, - s, (Os u)’ — : s, +3 I+d,. 
6) (Mu) nach e): 


2 + 12 2 1 
I,(adu)=[(aIu). = — „6, (0 Hu) — nd 0-5, (Osu) +v:o 
(nach Formel (3.) e), 


3:(asn) =[42]u' =} R(OHn)+20—" (Osu)' +23] 
(nach Formel (10.) a), 


1 1 1 .. 1 
6,(6Hu’=— ;0+,5(0sWY- Utz r°0- 


7) 6;(9nx)’ nach d) und e). Daraus Reduktion der höheren Form 9. 


Nach analoger Rechnung wie in $ 9 folgt: 


RG Le ra ee 


an 1 Ki a re 
u (or) + IE f-%+ st (nach Formel (11.)). 




















ee las a Luz rn on u 


ee er ee 











Be 0. an Bali a ns 
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Nach entsprechender Rechnung wie oben folgt: 


Ar un in 21, 3 
(adv) =[(a4u)|v« =n90: (9 n%)' u Ti sg ur 109» 


(nach Formel (3.) e), 


(adv) = 214 4+6[4 ‚\e—4[9,]a+4,-f 
= (In) -283-29-2 (Ion) + i4+ Sf-d+ Zf-t, 
(nach Formel (10.)): 
9 2 .. 9, } 74 
I n%) = - 7 g- 559 > (Io) +5 + f-«, et 55 f-t 


und durch Vergleichen der beiden Werte von 6, (9,2)’ nach g): 
. * u en nn 
(13.)”) 0=9—-2s;+2(9ox) +32:9-:f-zf-t. 


8) 6,H,(0Hu) nach a) und b), daraus #,(#//u) nach ce) (Formen 
mit dem Faktor «, verschwinden): 


6. H,$H u) = — "7 (su) — : (rox), 
: H,(Hu)=— 5 6,(0Hu)— , (vox), 


-6,(0Hu)= 559 (dsu). 


9) 6;,H,(9nx) nach a) und b), daraus #;(9nx) nach e). #(9n«) 
nach d), daraus Reduktion der höheren Form s,(@su) nach g) 
(Formen mit dem Faktor «, verschwinden): 


*) Es ist dies die in der Anmerkung zur Einleitung erwähnte Relation 
zwischen den drei Kovarianten 6. Ordnung und 6. Grades. 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 8 








98 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 


#1,9n2)= ; (at), 
6, Hy (972) =; (atu) +38 (Ina) — (sn), 
6,(In72)= 5 s,(#su), 
(In0)=20,(902)+1 (atu): 
6, N2)=; .(IE2) +5 (atu): 
14 :(Osu)=20,(9o)+: (at 
(14.) s,‚(Wsu)= 5 .(Fo2) + E (atu). 


10) #,1, nach a) und durch Reduzent 6, (9vx)’, 6; H, nach a) und ce), 
9, nach e), daraus Reduktion der höheren Formen s,(#sw)’ und 


2 


s, nach g): 


Nacha) @H5=[a(aHu)]B +1 [a)—! Hilona)‘ 


N m nu... 8 " 1 
= st. a, — 553(0su)— er & -z(atu)+ 57 Ju, 


Durch 6, (9vx). 6, H,=[6,(9vx)’) + - [6]v,a’ — : s,(0su)' 


4 . 9 1 p) 1 | > 1 2 
=504,— 5385 (dsu)’+z (vor). 





Nach a) 6, H,= - [@, (a Hu) _' m: : [e,(a Hu) br - l6+ — a), 
+ : u,.[a,(a Hu)?]d 
4 


ie a ne B a a 2 
tr re u 


Nach c) 6, Hy: a,(Hab)(bPu) = 5(atu?=6,H,(0Hu)($n2)+4 H:(vna)' 


p) 3 ; ‘ 3 2 1 - ? 
+,0,H3=3 6,134 6, H,—u,-[a(aHu)]® +1 H:(vna), 

















SEE EN 


Eee re TE 


when. 


ee ae a tn 
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2 ® ) D ) 1 \2 l ‘ 4 ) 7 l p) 
6, H,=— 50d,+75%+5 (vex)-; (atu) + 57 a 


2: 5 1,,B. 4 2, 2 2 
Nach e) 0,= ö u — + 2. 0,— TE (vrox) +7 (atu)‘. 


Nach g) aus den zwei Werten für #75: 


s,(Isu)= 28: — 2(atu) +2(vor)— r Ju, 
(15.) | = 
ee ie 


Nach g) aus den zwei Werten für 6, /],: 
ee N en ie . 
(16.) =; 1a, +20,+ = (atu) -7;,(v02) +7 Ju — Ta 


Formel (16.) gibt die Grundlage zur Reduktion des Moduls (ss’)*, 
Formel (13.) zur Reduktion des Systems von s. ($ 17.) 

Folgerungen: 

1) a,(jva)’, 6,H,, 6,(9n2), 6,9 Hu)’ sind Reduzenten, «,(jv.x)', 
FH, und Ag zerfallende Formen. 

2) Die Form des Systems II: „o)=g=(rvn«) IT; ist reduzibel. 

3) v tritt, da die einzige kontragrediente Form g reduzibel wird, 
überhaupt nicht in Potenzen oder in Produkten mit Formen des gleichen 
Systems in Faltung mit System I ein. 


6 tritt nur als Kontravariante betrachtet in Produkten oder Potenzen 
in Faltung ein, und entsprechend // als Kovariante betrachtet (vgl. $ 13 B). 


$ 12. Formen siebenter Ordnung. 


(9. K mit v, 
Faltung von ıÄ, 5, 4 mit H, 





f mit L, o. 
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Irreduzible Formen: 





(KHu)’ 
Ä K, 0 JK,(KHu)' 
B) (knx)' . we: 
(kn) A,lkna), K,(kna)’ 
K, (k r x)‘ " ) 
In? H; AHu 

C) una) | D) 

A,(jn«) H}, In; 

(aLu)’ (aLu)’ 

E) a, a,(alu)' a,(aLu)’ 

a, 

Reduktionen: 


A) (9-k,v,)* zerfällt als einmalige Überschiebung über die zer- 
fallende Form (9’va). 
B) Formenreihe H,A,: Reduzent /1,6,- 
Formenreihe A, (KHu): Reduzent «,(aHu). 
Formenreihe A, (A172): BReduzent 6,(97.). 
Die daraus sich ergebende doppelte Reduktion der Formenreihe A, gibt 
Anlaß zur Reduktion der höheren Formenreihe (77.2)°. 

(KHu), (kna), K,(knx) zerfallende Formen nach $ 3. 

H,(KHu), K,(KHu) zerfallen als entstanden durch einmalige 
Faltung mit der zerfallenden Form X,(kvx) und der Funktionaldeterminante 
K,=6,(adu)=a,(adu) mod v*. 

Der doppelten Darstellung von Ä, entspricht eine Relation zwischen 
'zerfallenden Formen. 

Es wird: 


H,(KHu)=2K, (vv,k)=29, (vv, ad) = 2-a,—a?-0,+ f- 9,(0 Hu)’ 
— f-v-6, (Produktsatz) mod (v°), 
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BR. 
pi 
vr 
pr 
Br 
4 
5 
3 
* 
BE: 
a 
Re} 
1 
N 


K,(KHu)=—K/(rv,2)=—a? (adu) (vv, 2)= —(adu)(vrv,2) 


=a,la Hu)y-0+ «2-6, — 0, (0 Hu)’ -f—6;-a,: 
(17.7) 0=a,-0,+6,-a,+f-0,(0 Hu)’ +9.a,(a Hu)’ mod (v*). 


Die Formen #,, H, (kn«), Hi, H; (kn) zerfallen als entstanden durch 
einmalige Faltung mit den zerfallenden Formen A, und #3} (vgl. $ 3. 
2), a) und b)). 

Es ist /,= H,(a0u) -[H,]a—f-H;(0Hu). (Spezialisierung y—r 
von 2) a). 


H,(kna)= Hy,a,—H,6,-, HA,a,=/[H,]a =, Hy,ay, ($ 3. 2)b). 


H;(au) = [713)%, H3 a,= [A;) a=H/(kna)+ H; 9, f. 


C) Formenreihe (772): Reduzibel durch doppelte Reduktion der 
Formenreihe A} nach B); nach dem Ansatz: 


0 = a), (au) = 6, (au) = /0, + (adn))? (adu) — 6, (a@u) 


= \ (jnx)° mod (», 5,0,1,2,J). (Vgl. $5 Schluß.) 
Der analoge Ansatz gilt bis zur Schlußform der Formenreihe: 
0=H3 (a7 z)a, = H:(aßı, z)0, = = H}(jnx)* mod (vr, s,o,t, ?,.J). 


Form (jnx)’: Zerfällt 1) durch zweimalige Polarisation der Relation 
für die zerfallende Form //5 ((12.) b); 


2) durch direkte Berechnung des Produktes «,-#); dadurch Zer- 
fallen der höheren Form (Hu). Es wird: 


*) Produkte von Formen, unter denen eine Kontravariante ist, wie in diesem Fall 
f-0:-r, sind bei allen Relationen zwischen zerfallenden Formen weggelassen, da sie 
bei der Anwendung der Formeln bei System sr keine Bedeutung haben. 
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1) (AT +, =, 
(18.) 4 mod (v, 5,0, %, 3, J) 
b) In)’ =30h-u,, 





nach dem Ansatz: 


H;(asu) = = (AH u)’ = 26%. (adu)(aHu) + 6, a}, (Produktsatz) 
= (a9u)(a Hu) ja,— (a0 na) +42, 


a, I, =— (a vr, u) 6, (vr, u) — . (u vr, «6,0, (vr, u)=— z 6,(0 Hu) (aHı) 


= — 5 0, (0 Hu) (adu) = -5 (a, — (a0 n2)) \(a Hu) -(adn)! (adu). 


D) Formenreihe 4, (4Hn): Reduzent 4,. 
(JH) zerfallende Form nach C). 

E) Formenreihe «;(aLw): Reduzent a, (aM). 
Formen (aL«) und @,(aLu): Zerfallen als Überschiebungen über 
Funktionaldeterminanten nach $ 3. 

















F) Formenreihe «;: Reduzent «,. 
Formen «a, und «,: Reduzent a, und «, durch doppelte Reduktion 
der entsprechenden Ausdrücke 


II,«, und H,«,, H,a,a, und H,a«, 
(vgl. $ 10. C) Reduktion von 9, und 4,). 


Daraus Reduktion für die höheren Formen a, s, (ası)’, «a, s,(asu)’ und für 
Formen in Symbolen o,t(a, «,) unter Berücksichtigung von (16.): 





d.S (as) =! 
(19.) le E " 3 
a,s,(asu) =. | 


EL. 
i#?— —ı H 
18 | mod (0; 8) 


Form «,: Zerfällt durch Polarisation von (12.)b oder kürzer durch 
direkte Entwicklung des Produktes «,-#, nach dem Ansatz: 


3.6, =a,ß, ‘a, — (a6 v2)? = —2u,(aHu) (a6 H) (ana) + (adr, aaO, 








ER: Ren TE N es 
FRE IR TONER ERRERETENENERT De 


ARE RANN Ve. ZZ. EARRSE Ve, 


AI 


Te 
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und unter Berücksichtigung der Reduktion von //j (na) (CO): 
(20,) a,=2a,-6, mod (s,o,t,?). 


Folgerungen : 


1) (712°, 4,(9Hu), 5 sind Reduzenten, (77), (411), «, zerfallende 
Formen. 

2) / tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung 
mit Z ein, / und daher auch Ä und N überhaupt nicht in Faltung mit o und 
folglich auch (vox). 7 tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen, 
4 überhaupt nicht in Produkten in Faltung mit 7 und L ein (folgt aus 
4,(4Hu) und (£Hu)’). Ebenso tritt o und folglich (vox) nicht in Pro- 
dukten in Faltung mit irgendeiner Form von System I ein. Es bleiben 
an Produkten in System II, unter Berücksichtigung der Folgerungen in $ 11, 
nur Potenzen von // und Produkte von // mit 1. 


$ 13. Formen achter Ordnung (System Il). 


4-.j mit r, 
Faltung von 36, f-5, X mit /1, 





(9 mit L,o,. 


Irreduzible Formen: 


A q . B (3 n x) 
) 4,(jvx), ) (na)' H,(82), 6,(9n2), 
Hu) H, 
(aHu) H, D) MEN 
. a,(a Hu) MH, 
(#Lu)' (6 Lu)’ 
0, L,(# Lu), 0,(0$Lu)' 9,(# Lu)’ 


n . 0; 
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Reduktionen: 


A) 4,(jv%)’: Reduzent «a,(jrvx)’. 
JI,(jv%) reduzibel durch die zerfallende Form a,(jvx)’ nach $ 3. 2) b 
unter Berücksichtigung des Reduzenten ,,. Denn nach $ 11 B) wird: 


3 BR RN ne EB YADATEE 
10 ra) + 5% (rI)as(jva)+ 10 a,(jr = 5 0,054 + 5 0,0 1 Oyı. 
(Reduzent a, und 6,,). 


B) Die Formen A, (9'n.)’, H;(9'nx), HA} (9'nx)’ zerfallen als entstanden 
durch sukzessive einmalige Faltung mit den zerfallenden Formen //, und 3, 
bzw. H,a, und Äg;a, nach $ 3. 2)b) und nach der Relation: 


H,($ rn) =21,a,-f—-2H,a,b,. 


C)  Formenreihe «,(jnx)’: Reduzenten «a, und (jn2)'. 
Form a,(jn«) zerfällt: Reduzent a, und einmalige Faltung mit 
der zerfallenden Form (jn«)’ nach $ 3, 2)a (Spezialisierung y= wv). 
Form «,H, zerfällt: 1) durch einmalige Faltung mit der zer- 
fallenden Form a,(jv&); 


2) durch spezielle zweimalige Faltung mit der zerfallenden Form 
(jnx)’; daraus eine Relation zwischen zerfallenden Formen. 


Aus a,(jra): 0=6,-9,+2a,H, mod (5, 0,1, 1, J). 


Aus (jn: 0=6,-0,-- a, H, mod (s, o, t, 1, /) 


(Produkte mit Kontravarianten sind ausgelassen), 


nach dem Ansatz: 


0 PR a,(abu)’ 0, + - 


„(abu) 6,(0bu) -3 (mbu’ +, H, mb) —gf-H? 


und Vertauschung der Symbole in «a, (abu)(@bu) 6,.. 
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D) Formenreihe N, (N Hu): Reduzent 4). 


(NHu), (nn), N,(nnx), H,(NHu) zerfallende Formen (vgl. 
$ 12 B), (N Hu)’ zerfällt durch einmalige Faltung mit der Form (4/1u). 


E) Formenreihen #,L,, 6 ($#Lw), 6 (91x): 
Reduzenten: @, H,, 6,(0 Hu)‘, 6, (91). 
Formen (#Lu), (31x), L;, Ls(OLu), 0,(0Lu), L,(I 1x), 0, (91x), 
L;, L5(#Lu), 6(#Lu) zerfallen. (Den zerfallenden Formen von $ 12 B) 
dualistisch entgegengesetzt). 


F)  Formenreihe #,(90.x): Reduzent «;. 


Formen (902) und (90x)’ zerfallen, als entstanden durch ein- 
malige Faltung mit der zerfallenden Form «,; 6, durch zweimalige Faltung 
entstanden, zerfällt, da die Formenreihe «a, (a0u)6, = H’(jnı)=0 mod u 
lo (s, 0, 1, 1,.J): 


9,=a,(abu)’ = a, (abu)'- 6, 


Folgerungen: 6° oder #°K tritt nicht in Faltung mit // ein; # nur 
als Kontravariante betrachtet in Potenzen oder Produkten in Faltung mit Z, 
überhaupt nicht in Faltung mit o und (vo«.. 


N tritt nicht in Produkten in Faltung mit irgend einer Form 
von System II ein, ebensowenig wie mit Potenzen oder Produkten von Formen 
von System II. Es bleiben an Produkten in System I, unter Berück- 
sichtigung der Folgerungen der letzten Paragraphen, nur Produkte /-7, 4), 
Potenzen von # und Produkte von #-K. 


$ 14. Formen neunter Ordnung (System III). 


| 6.K mit H, 

K,j,4 mit L, 
Faltung von ! _ 
J, 4 mit o, 


f mit IR. 
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(9 . k, n, x)‘ 


A) 


Irreduzible Formen: 


(KLu)’ 
K,(KLu) 
H(9-k,n,e)* ) Kr 
(I R,n,R), (kla) 
K(Kla)’ - Ko 
G EU 4 uni; G (aH’u® (aH?’u) 
L'. In 2 v8), a,(aH?’u). 
Reduktionen: 


A) die Formen /,(kna)’, Hg(kna), A;(kna) zerfallen als entstanden 


B) 


C) 


D) 


durch sukzessive einmalige Faltung mit zerfallenden Formen. 
Formenreihen A,L,, A7(KLu), K/(kla): 

Reduzenten: 6, //,, a,(aHu), 6,($n). 

Formen X, K,(KLu), K,(kla), (KLu)?, (kla)’ zerfallen als Über- 
schiebungen über Funktionaldeterminanten ($ 3). 

Formen L,, L,(KLu), 1,(KLu), L,(kla), L,(kla)’, 1}, Li(KLu), 
L;(kla), L}, K,(KLu)‘, K,(klx)’ zerfallen als entstanden durch ein- 
malige Faltung mit den zerfallenden Formen: 


Ly, H,(KHu), Ly(91a), I, 13, 13,(0Lu), K,(KHu), 0,(91x) 


nach $ 3. 2), a) und b). 

Formenreihe (j/x)’: Reduzent (77x). 

Formen (j/x) und L,(jla): Entstanden durch einmalige Faltung 
mit der zerfallenden Form (77x). 

Formenreihe 4,(4Lu): Reduzent 4). 

Formen (4Luw)’, (4Luw)’: Einmalige Faltung mit der zerfallenden 
Form (4Hu)'. 


E) Formenreihe (7o.)’: Reduzent «; durch Ersetzen von 7 durch niedrigere 





Formen der Formenreihe ($ 5): 


a,(a0 u) = 3 (jox)’... a,(a0ox)= n (jox)". 
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en 


3 F) Formenreihe #2: Reduzent «2. 
| Form 4,: Reduzent «a, durch Ersetzen von 4 durch niedrigere Formen 
der Formenreihe: 


2 
4 = 34, mod v. 


Folgerungen: Nur die Form 7 tritt in Faltung mit o und (vo«) ein. 
N tritt nicht in Faltung mit Z ein, da die 7, entsprechende Form 
N, zerfällt. 


$ 15. Formen zehnter Ordnung (System III). 


[ ®, 7-5 mit 1, 


E Faltung von. 
| # mit 77°. 


Irreduzible Formen: 


Ay (91x) . B) (aLu)’ L, 
VAGAEEIY a,(aLu)L,, 
(Hu) (#IP’ uw 
. H,(6IP’ uw), 0,(0H’ u). 
Reduktionen: 


A). und B): Zerfallen der übrigen Formen durch einmalige Faltung mit 
zerfallenden Formen. 

C) Zerfallen der übrigen Formen nach $ 13 B) durch dualistisch ent- 
gegengesetzte Betrachtung. 





Folgerungen: 


EEE ER ihre 


0°. K tritt nicht in Faltung mit Z ein; entsprechend //’L nicht in 
Faltung mit X. F° und M?L treten nicht in Faltung mit # ein. 
Das Schema zur Faltung $ 7 ist somit bewiesen. 


0* 
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$16. Formen 11., 12., 15., 15. Ordnung (System III). 


11. Ordnung. 
[09.K mit L, 
K,j mit F?, 


Faltung von j mit (voa), 





(/ mit H.L. 
Irreduzible Formen: 
Ih, la) KHRu)' 
A) ( 2) B) ( ) 
9,(9-.k,1,.)°, 
C) (rvoj)), D) (a, H-L,u). 


12. Ordnung. 
(6 mit /, 


Faltung von 
| mit H.L. 


Irreduzible Formen: 


6, H.L,u)* 
EB) (a, m “) 


K,(AH’u), 


Ls(@, H.L, u‘). 


15. Ordnung. 
Faltung von X mit H-L. 
Irreduzible Formen: 
6) (K, H.L, u) 
15. Ordnung. 
Faltung von X mit /,. 
Irreduzible Form: 


H) (KH u)". 


K,(K, H-L, u)". 





ERST Er 


ERTL 
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Reduktionen: 


Formen /}, Hi. Reduzent L} aus der Relation: 


(vIa)13=—5H? mod (6,5). 

Zerfallen oder Reduzibilität der übrigen Formen nach den Be- 
trachtungen der früheren Paragraphen. 

Folgerungen: 

Nach dem Schema zur Faltung $ 7 und den Folgerungen der $$ 8 
bis 15 sind hiermit die irreduziblen Formen des Systems III (117 Formen) 
erschöpft. 


KapitelIV. Das relativ vollständige System mod (e, ?). 


$ 17. Reduktion des Moduls (ss'u)* und des Systems von s. 


Zur Bildung des nächsthöheren relativ vollständigen Systems hat 
man nach Analogie von $ 7 das System von s in bezug auf den nächsten 
Modul v (s)=(ss'w)' zu bilden und mit den Formen des relativ vollständigen 
Systems mod s zu falten. Es soll gezeigt werden, daß bei Einführung 
des Moduls (eo, Ö) als höheren Moduls 

A) der Modul (ss’«)* reduzibel wird, 

B) das System von s aus der einzigen Form s besteht. 


A) Die Reduktion des Moduls (ss’«)* ergibt sich sofort aus dem durch 
Formel (16.) $ 11 gefundenen Reduzenten s,. Aus 


‘) 
te Te 


folgt durch Polarisation von « nach »;: 


‘) ’ 
(su) = — 5 J-v+6s? =; 


(21.)”) 2 ! 
ML... 6, 0,4 E 2a? (at) — ” Tas +3 (as +3. Ir —, A; 


und damit die Reduktion des Moduls (ss’w)*. 


*) Aus Formel (21.) folgt die in der Anmerkung zur Einleitung erwähnte 
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B) Die Reduktion von Z=(ss’u’=6(s) und daraus die Reduktion 
des Systems von s ergibt sich durch Ersetzen der Form Z durch die 
niedrigere Form g, nach Formel (8.)b, $ 7 unter Berücksichtigung der 
Itelation 


s,=s, (vv, 2)°- 5 Z. 


Die Form g, hat nach Formel (13.), $ 11 den Reduzenten s, zum Faktor. 
Es wird, nach Formel (8.) und (16.): 


a, 14: 14 . 
,=—Z+zia,t 1, asu) mod (e, £), 


nach Formel (13.), (14.), (15.), (16.): 


NZ [lu] 56: 


_—— 4 5 


ee . 1 
2 a, — z i-(asu) +, J.48 mod (g, 2): 


(23) Ze2i.a+3i-(asu)—,J.0 mod (g, 1). 


Das relativ vollständige System mod ((ss’u)*, o,{) geht also über in 
ein relativ vollständiges System mod (go, £), und aus diesem entsteht durch 
Überschiebung über das bekannte System zweier quadratischen Formen das 
absolut vollständige. Zur Bildung des relativ vollständigen Systems mod (e, f) 
haben wir, da nach Formel (23.) das System von s sich reduziert auf die 
Form s, das relativ vollständige System mod (s,o,f) über s und Potenzen 
von s zu überschieben. Es wird sich zeigen, daß Potenzen von s nur mit 
System I in Faltung eingehen. 


Relation zwischen den drei Invarianten 9. Ordnung, unter Anwendung von Formel (10.) c 


VE ER u PR B,; 
(ass')‘ = —0,0,a,a5 + > a,b; (tab)’ — = H',a, + 5 his ”, 
22. | 
ui ei BR PPEET F 
8 = 5 a o' 5 de 3 9 . 











er ee 


Ta ee 


% ee nr €; 
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Als „höhere Formen“ definieren wir unter den Formen gleicher 
Ordnung und gleichen Grades diejenigen, die aus höheren Formen des 
relativ vollständigen Systems mod (s,o,£) durch Faltung mit s hervor- 
gegangen sind, indem wir die Faltung mit s nur als Polarisation der ur- 
sprünglichen Formen betrachten. Dadurch ist die Anordnung der einzeinen 
Formen eindeutig bestimmt [vgl. $ 1. Formenreihen 2)). 


Es wird beispielsweise: 


(0,0 Hu), s, u)’ höher als s,((# Hu)’, s, w)*), 
(9,(#Hu)’,s, u) höher als (9,(#Hu), s, w)). 


Wir teilen das entstehende System in die vier Teilsysteme: 


System s, : Entstanden durch Faltung von s und Potenzen von s mit 
System |. 


System s,,: Entstanden durch Faltung von s mit System II. 


System s,,; Entstanden durch Faltung von s mit den einzelnen Formen 
(ohne Produkte) von System III und mit Produkten von je 
einer Form von System I und II. 


System s,,: Entstanden durch Faltung von s mit Produkten von je einer 
Form von System -I und III, II und III, III und II. 
Bemerkt sei noch, daß von jetzt an alle Formeln mod (o,?) zu ver- 
stehen sind, von Formel (27.) au mod (o, t,?,.J, höhere Formen), ohne daß 
dies jedesmal ausdrücklich angegeben wird. 
Zur Reduktion stellen wir die früher gewonnenen Formeln zusammen: 


‚2 4. ? l J 2 2 "2 2 
,=3 a, + TU Um 


(24.) 


1 


zu, =, 


3 
5,= 


*) Der kürzeren Schreibart willen nehmen wir das Glied der Überschiebung an 
Stelle der vollständigen Überschiebung [(® Hu)’]xs als Form des Systems auf. Bei Auf- 
stellung von Formeln werden alle Überschiebungen durch ihre Anfangsglieder ersetzt; 


2z.B.: (0,(6Hu), s, u)’ durch 0,(0 Hu)(Osu)?. 
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s(OsW)=0, 


3(OsuW= “ v-a, ri eur, 
24 Z=2. a +FilasW? —1I-0 
(24.) 3? 


2 


- 


9: 2; j8 
,=-8,t% [2ia: - 3 icasu) + 240), 
2; _2ilasu +1 I. 
Zu Sl ee Killie 


%=0, =. 


Folgerungen: 


7 2 
C 


5, s3(0su), s38,, 550, sind Reduzenten. 


$ 18. System 5, 


a Ar Fi N; 4), 
5 |s? mit 6, K. 


Irreduzible Formen. 
5. Ordnung. 

(asu); (as; (asw';  (asu). 
6. Ordnung. 

(su) (su) (su)  (Osu)* 


s3 ss (Osu) s,(Osu) sH(Osu) 


x 






0) 
Ir . 
-, 
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rn Me tr 


7. Ordnung. 


u chi ee TR 
BE TER A = 


(Ksu)’ (Ksu)’  (Ksu% 
B) 5;, 
A) s, s.(Ksu) s.(Ksu) s,(Ksu)’ 
C) (su), (Asu)). 


® s, . . , 


8. Ordnung. 


(Nsu)’ 


A) s,(asu), s;(asu)’, s;(asu)’, B) (Now) 
s,(Nsu). 


Ss 


n 


10. Ordnung. 
A) s,(4su), B) s,(0s'u)'. 
11. Ordnung. 


(Ks’u)' 
s,(Ks’u)’ s,(Ks?u). 


Reduktionen: 


Die Formenreihen 
s;(0su), si(Ksu), 5, (Isu)', (Nsu)' 


haben den Reduzenten s; (#su) zum Faktor, s; und (Ssuw)’ durch Zurück- 
gehen von 7 und 4 auf niedrigere Formen der Formenreihe: 


I) 


3, (0su) (Hu? =—: 8 
s,(0su) (a0 u)’ = - (Isu)', 


(0 su) (ad u)’ = - (Isu)'+ > %; 


J 
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Formen s553, und s,s%,: Reduzenten s,(#su) und ,: 
tl x), nn lt x). 


Formenreihe s,(4su)’: Reduzenten 4, und (Is). 

Folgerungen: 

s tritt nicht in Potenzen in Faltung mit /,jJ,4,N ein. f,j,4,N 
treten nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung ein, die 
aber bei den Produkten mit / noch quadratisch in x, bei den Produkten 
mit / noch linear in x sein können; d. h. folgende Produkte von Formen 
sind zu betrachten: 


(0,29, F-(l,A), (2,4), 7-0), N und 4.(0,2) 4-(1,4) (A>0), 


wobei (w,4) eine Form uten Grades in x, Aten Grades in u bedeutet. 

9 oder Ä treten nicht in Potenzen oder Produkten mit beliebigen 
Formen in Faltung mit s oder s” ein. 

Für Produkte mit der Funktionaldeterminante X, X-p,(p+f oder 0) 
gilt nämlich die Relation zwischen zerfallenden Formen: 


K-p,= (ad) p.=f-(pOu) —0-(pan). 


Das oben stehende Schema zur Faltung von System s, ist somit 
bewiesen. 


$ 19. System Syr- 


Faltung von s mit v; A; L; H°. 
Irreduzible Formen: 


6. Ordnung. 8. Ordnung. 10. Ordnung. 12. Ordnung. 
8, (Hsu) (Hsu)’ - (Lsu)’ (Lsu)’ (H?su)). 
j sn . : S, . A . : 
,=J; 
Reduktionen: 


Formenreihen s,(Hsu) und s,(Lsw): Reduzent 5;. 


\ . 2 
Formenreihe s,: Reduzent s; aus A, s,=5s 


3 


o* 











in 
A 
2 
5 
N ; 
Kr 
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(H?su)* zerfällt aus Formel (7.)a. (vgl. $ 11. A). Daraus: Zerfallen 
von (H-.L,s, u)‘. 

Folgerungen: 

s? tritt nicht in Faltung mit System II ein. 

v tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen, 

H;in Produkten mit Formen (1,2), (2,2), (3,4) (4 beliebig), als 
Kovariante betrachtet, in Faltung ein. 

o und (vox) treten überhaupt nicht, L als Funktionaldeterminante 
nicht in Produkten in Faltung ein (die vollen Überschiebungen über Ko- 
varianten von System III werden reduzibel). 

Als Produkte von System I und II bleiben: 


fv, 4-v. 


$ 20. Formen 7. Ordnung (System $77). 


Faltung von s mit fv, a,, a). 


Irreduzible Formen: 


s,(asu), a,(asu), s,(asu), a,(asu), s,(asu), a,(asu)', 


a,S,, a,s,(asu), a,(asu), a, (asu). 


Reduktionen: 


Die selbstverständlichen, aus direkter Faltung mit den Reduzenten >, 
und s,(//sw) hervorgehenden Reduktionen sollen nicht erwähnt werden, eben- 
so wenig das Zerfallen von Überschiebungen mit Funktionaldeterminanten. 

Form a,s,(asu)’ und a)s,(asw)’: siehe Formel (19.), $ 12; 


a,s,(asu)—=a,(a vu) Hr r)=0. 


Formenreihe a};s,: Reduzent s,(#s«) durch Zurückgehen von «a, auf 
niedrigere Formen, d. h. durch doppelte Reduktion der Ausdrücke s, (a6s)(a0u), 
s5(a9s)(a@u)’ nach dem Ansatz: 


s 
zn 


s;(a0s) (adu)=[(a0u)]s’+ : [a,(a0u)’]s’+ Fr [a5 (a@u)|s= 5 Q,8,— 34,3, 


ss(a0s)(a0u) = - [as(a0u))ss’+ — [as (a9 us =— - a,s,(asu). 


(3b,(abu)=0). 
10* 
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Es entstehen die Formeln: 


a,s,(asu?= 31.02 - GiH, a,s,(asu)=0, 


(25.) 
0,5,=51q,b,, a’s,(asu)=0, ar,s,(asu)—0. 








Folgerungen: 

1) a,s,(asu)’, a,s, sind Reduzenten. 

2) Es ergeben sich die Werte der in $ 19 als reduzibel erkannten 
Formen (Ssu)’, (4su)'; ebenso für die entsprechende Formenreihe (agu)’, die 
bei Faltung mit » durch den Reduzenten g, Anlaß zur doppelten Reduk- 
tion gibt. 

a) (Asu’=—2 a, (asu)+3a,s, (asu)+2i-0,(9v2), 


(26.) 


b) (dsu=—2 db (asu)+310 + 2iH. 
Aus Formel (24.) und (26.), mod (?,J) (vgl. 8. 71): 


2) (agu=3(4su-5a,8,+ 580, 
(27.) b) (agu)’=2a,s,(asu)—a)(asu)”, 


e) (agu)'=-a,(asu)'. 


$ 21. Formen 8. Ordnung (System sır)- 
Faltung von s mit den Formen 4. Ordnung (System III). ($ 9). 


Irreduzible Formen: 








((Iv2),5,u)’, (0,5 u) 
(va) s,, ((Iva?),s, u) ((Iv2)’,s,u), 0 s, 
(Iva)’s, ((Iva),s,u)s,,(0,(9v2)’,s, u) 
IS ((Iv2),5, u), (0,sw) ((Iv2),5,W, (0,5 u)’ 


((Iva),s,u),(0,(9v2),s,u), (6, su)|(0,(Ivr),s,u)’,(0, su) (0,(Iv2),5,u)". 
(0,su) 
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Reduktionen: 
((Iv2),s,u)s, zerfällt als Überschiebung über Funktionaldeterminanten 
nach $ 3. 


Formenreihe ((Ivx), s, u)’s,: Reduzent s; und s,9,: 


(Ivsu)s, (Osu)=3,55(0su)= — 5 (Fvsu) (Os), 
= ERREN (Produktsatz.) 
0,(9vsu)s,= 0,5,55 =— 5 0,(9vsu)’. 


Formenreihe 6,s,(@su): Reduzent a,s,(asu)’ durch doppelte Reduk- 
tion der Ausdrücke: 


a,s,(asu)’(abu) und a,s,(asu)’(abu)(sbu); 


9,5,(0su)’ durch doppelte Reduktion von (agu)’(abu) (byu)’. 


Formenreihe #,(9vx)s,: Reduzent a}s, aus 6, (9vx)s,=a}(abu)s,. 
Formenreihe (#,(9rvx)’, s, u): Doppelte Reduktion der Formen der 


Formenreihe 0,(Svsu)s,, die zugleich den Formenreihen ((Ivx)s)’s, und 
0,($vx)s, angehören. 

Form (6,(9v2),s,w) zerfällt als einmalige Überschiebung über die 
Funktionaldeterminante 0,(9v2)= a, (abu). 

Form (Ivx)?, s, u)‘: doppelte Reduktion des Ausdrucks (a Ju)’ (Asu)* 
oder auch von (#gu)‘ aus den Formeln (27.) und analog der Reduktion 


von (jnx)* ($12C)). 
Durch doppelte Reduktion entstehen die Formeln: 


0=9,s,(0su) — 2 (dvs u)’ (Osu) — ni (Hsu), 
0=8,5 (Osu— (vsu) (Osu?—,, (Hsu)‘, 

(28.) 0 —(Iysu)? (Osu)’ +20, (dv su)(Osu)’ +30), (0su)’ — = H(su), 
0=6,s,(0su)’+ 5 0,(3v su) (su), 


0= 0,8,59— 51, 0=6,s,s35(0su), 0=0,s,s;,(0su)’ 
(entspricht (#,(Ivx)?, s, u)? ...). 
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Folgerungen: 


1) 6 (Y9va)s,, (Ivsu)(Osu)s,, 0,(9vsu), (Ivsu)(@su) sind Re- 
duzenten. 


2) Die Formen vierter Ordnung (5,4), (6,4) usw. treten nicht in 
Faltung mit s? ein. 


3) Für die Formenreihe (#gu)’ ergeben sich nach (27.) unter Be- 


rücksichtigung der Reduktionen dieses Paragraphen folgende 
Formeln: 


4 2 1 1 1 Ton. 
a) (yu'=30,5,+33,53 -38-4,-58H- sf‘@, (asu? +za-(asu)”, 


b) (Ogu’=— 3 (Ivsu) (Osu)—0,(Fvsu)(Osu)— 0 (Bsu), 
(29.) c) (Ogu)'=28 (Osu)’—, (Hsu)‘, 
9 ögu)=(Ivsu)(Iva)s,—0,(9va)(Ivsu), 
gIHOgu)=55-0, gHOgU= 30208), gIHOgU= 0. 


$ 22. Formen neunter Ordnung (System s,7)- 


Faltung von s mit den Formen fünfter Ordnung (System III) und dem 
Produkt 4-v ($ 10). 


Irreduzible Formen: 




















Ku? | 
((kva)’, s, u)”, K,s, ((kva), s, u)’ 
N (kvz)'s,, ((kva)’, s, u) ((kva)’, s, u)’ 
(kvx)’s, ((kva),s,u)s,,(K,(kva)’, s, u) 
| (K,su)’ | (K,su)' 
(K,su)', 
B) Uran (ur, s, u) | (va), s, u)’ C) (480), (4,5W, 
(jvx)’, s, u) 





}) 


((aHu), s, u), ((aHu)’, s, u) |& 
D) (a Hu) s,, (a,su) (aHu)'s,, (a,su)’ 
(a, su) 
((aHu), s, u)’, (aHu), s, u)’ ((a Hu), s, u)* 
(a,su)‘, (a,(aHu), s,u)’, (a,(aHu), s, u) |(a,(a Hu), s, u). 
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Reduktionen: 


A) Die Reduktionen folgen direkt aus den Reduktionen von $ 21 
durch einmalige Faltung. Die Formenreihe X, s,(Ksu)’ hat die Reduzenten 


a,s,(asu) und ®@,s,(0su) zu Faktoren. Daraus Zerfallen der höheren 
Formen A}(Ksu), K}(Ksu)’ nach dem Ansatz: 


0=a,s,(asu)’ (adu)=K,s, (Ksu)’=6,s,(0su)’ (a0u). 


B) Formenreihe (jvx)’s,: Reduzent as, aus (jra)’s,=3a,s, (adu)). 


((jvx)’, sw)’: Reduzent a,s, aus ((jva), su)’ =—6a,s,(adu)’(Osu). 


C) Formen 4,(4su)’ und s,(4sw)’: Reduzent g, aus Formel (27.)a. 


Form 4,s,: 1) Reduzent a,s, aus a,a, =: 4,05 
2) zerfällt nach Formel (27.)a durch doppelte Reduktion des Aus- 
drucks (Isva)°. 
Daraus: Zerfallen der höheren Form a, s,. 
D) Formenreihe (aHu)’s,(asu): Reduzent a,s,(asu)’ durch doppelte 


Reduktion der Formenreihe [a, s,(asu)’|v,x; Reduktion von (a Hu)’ s,(asu)’ 
aus a,s,(asu)’ und a,s,(asu)’. Daraus Reduktion von (a,,s, w*. 
Formenreihe a,(aHu)s,: Reduzent «a, s,. «,s, durch doppelte Reduktion 


des Ausdrucks (Asva), da a,s, nicht aus dem reduziblen Glied «a, s, (vr, x) 
der Form a,(aHu)s, durch Faltung entsteht. 


Formenreihe («a,sw)’: Reduzent a,s, aus a,s,s, = 5 ab(H su). 
Form (a,(aHu), s, u) zerfällt als Überschiebung über eine Funktional- 


determinante. 
Es entstehen die Reduktionsformeln: 


a) O=(aHlu) (asu)s,„—a,(asu)(Hsuw)’ —a,(aHu)(asu)(Hsu), 
b) 0=(aHu)’ (asu)’s,—a,(a Hu)(asu)’ (Hsu), 
c) O=a,(asu)’(Hsu), 


(30.) 


1 l 
0=a,5,4+7%9- 45%, 


0=a,(aHu)s,—,d(Hsu), 0=d(Hsu),...0=a}s,. 


/ 
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Folgerungen: 

1) (jve)’s,, 4,5,, 4,(4swW)’ und folglich N, (Nsu)’, (aHu)’(asu)s,, 
a,(aHu)s,, &(Hsu)’ sind Reduzenten; a,s, ist zerfallende Form, die bei 
allen ein- und zweimaligen Faltungen in zerfallende Formen übergeht. 


2) Die Formen 5. Ordnung (5, 4), (6,2) usw. treten nicht in Faltung 
mit s’ ein. 
$ 23. Formen zehnter Ordnung (System $ 71). 


Faltung von s mit den Formen sechster Ordnung (System III). ($ 11). 
Irreduzible Formen: 





& (vr) s, 
ı (va)'s,59,0,(PvR)’sg, 
B) (a,(jv2),s,u) | (a,(jva),s, u)’ | (a,(jva), s, u) 
a,(jvx)s, (a, (va), Ss, u) (a, (ve), 5, u)", 











. ((# Hu), s, u)’, ((0 Hu)’, s,u)|% 
((In2),5,u)’, (0Hu)s,,(0,su)| ((In72), 5, u), (0,su)” 











er ((In&),s,u) (0,5 u) 
| (0,(In2), 5, u) 
Mr ((@Hu), s, u)‘, ((0 Hu)’, s, u) ((0 Hu), s, u) 
(H,(0 Hu), s, u)’, (0,(0 Hu), s, u)’, (0, (0 Hu), s,u) | (@,sw)*, (0,(6 Hu),s, u) 
(0,(0 Hu), s, u)). 








Reduktionen: 
A) die Formen ((9’va)’, s, u), ((9vx)’,s,u)' zerfallen: 


(Ira) (Ivsu)(Ivsu)=(9 va) 8989 —(Iv8) 5,89 = —20-(IvX) 5,59 +(IVR)-53. 


Übrige Formen: entweder Reduzenten zum Faktor oder einmalige 
Faltung mit zerfallenden Formen. 


B) Reduzent a,s, und (jvsu)s,. 
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C) 1. Formenreihe (# Hu)’s,: a) Reduzent (aHu)’(asu)s,; b) doppelte 
Reduktion der Formenreihen (Agu)’g, und g, (agu)’ (bgu) (abu). 

Daraus Reduktion der höheren Formen (9,s«)', (H,(# Hu), s,«)' und 
(a,b) ,5,u)‘ [letztere Form an Stelle von (//,s«)f]. 

2. (In), s, u)‘: Reduzent (a,sw)'. 

3. ((In)’, s, u)’: Reduzent s,s, aus (Insu)’ (Hsu). 

Formen ($n2)s,, (Ina) s,, ((Ina), s,u), 0,5, zerfallen durch 
Faltung mit der zerfallenden Form «a, s,. 

4. Formenreihen H,(0#Hu)s,, 0,(0Hu)s,, H,(Inz)s,, 0,99%) s,: 
Reduzenten a, (aHu)s, und a,s,. 

Formenreihe (#,(9nx), s, «)': Reduzent «a,(/Isw) [mit Ausnahme 
von (6, (0Hu),s,«u), das aus dem Glied «a, (bsu) (//su) durch Faltung 
entsteht]. 

5. (H,(Ina),s,u), (H;(9nx), s, vw): doppelte Reduktion von 
a,(aHu) s,(abu) und 95 ($gu) g,. 

Formenreihe (AH, (972), s, u)’: Reduzent ((Iv.), s, u)’ s,. 

6. (HI, (0 Hu),s,a) zerfällt durch einmalige Faltung mit der zer- 


fallenden Form (6, (9v2x),s,u) nach $ 3. 2), ce); d.h. durch doppelte Re- 
duktion der niedrigeren zerfallenden Form (//,s1)?:*) 


2 
0=9,(9vv,)(Osu) + 3 06,(Iv,a2)(OsW)+6,(9ra)(Osu)s,, 


ae 5 H,(0Hu)(0su)+6,(0su) (Hsu) + : H,;(0su)(Hsu) 


_ s FH,(6#Hu)(0su)+6,(0su)(Hsu) + = [Aa — 5 z A,(#Hu)(#su) 


=. : I1,(6#Hu)(0su). 





*) Das Zeichen = bedeutet, daß Produkte von Formen niedrigeren Grades aus- 
gelassen sind. 


Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 11 
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Dureh doppelte Reduktion entstehen nach 1. und 5. die Formeln: 


0 = 0,(0su) (Is u + 2 H,(0 Hu) (su) 2 0, (6 Hu) (su) (Hu) 
_ 6, (4 Hu)’ (Osu) 2 (asu)- b, (Hu)? — a,(asw-B, 


u; 0—= I1,(# Hu) (su) —76, (0 Hu)(0su)’ (Hsu), 
(0 Hu)(0su) n 
0=a,(asu)’ b,(bsu) —6,(OswW’(Hsu)’+66,(0 Hu) (0su)’ (Hsu), 
0=(H,(9n2),s,0),  0=H,($nsu) (Hsu)—46(Hsu). 


Folgerungen: 


1) (#Hw?s,, AH, (0Hu) s,, 0,(0Hu) s,, Hy, (972) s,, 0, (99%) s,, 
(A,(9n2),s,u), (0, (9n%),s, u)‘ sind Reduzenten. 
2) s’ tritt nicht in Faltung mit den Formen (5, ) usw. 6. Ordnung. 


$ 24. Formen 11. Ordnung (System sj7)- 
Faltung von s mit den Formen 7. Ordnung (System III) ($ 12). 


Irreduzible Formen: 


| ((KHu) su) |* 
(K,su)’ 
A) 





((kma)’,s, u) | 
 (K,(kna), su) | 
%| ((KHu)’, s,u) | ((KHu), s, u) 
| | _(K, (KH), sw), 


| 











B) ((jn),s, u), (H,su) | (nz), s, W), C) (4,su), 


D) 


(aLu)’s,, (au)? 


' (alu), s,u), ((aLuw),s,u) | ((aLu)‘,s,ı hY 
(a,su)! (a,(aLu)’, s, u). 
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Reduktionen: 
A) Reduktion oder Zerfallen durch einmalige Faltung mit den ent- 


sprechenden Formen in Symbolen 9-4. 
(K,(KHu)’, s,u) und (X, (KHu)’, s, wu)’ Zerfallen nach $ 3. 2), a), 


durch Faltung mit A} (Asu), AK} (Ksu)’. 
(K,(KHu), s, u)’ =(a,-0,,s,w)*: Zerfallen nach $ 3. 2), b), aus der 


zerfallenden Form Ä} (Ksu)?. 
B) Formenreihe (jnx)s,: Reduzent (jv.«)’s,. 


Form H,Önsu) (Hsu): Reduzent (jvx)(jvs).. 
Form A,(jnx)(Hsu): Zerfällt durch Reduktion der zerfallenden Form 


((jnx)’, s, u)’ durch den Reduzenten (jvx)’s, (Formel (18.)a): 
0=—-2(jva)s,s,=[Uno+ H,Gna)(Hsu). 


C) Reduzenten 4,s, und 4, (As). 
D) Reduktion und Zerfallen durch einmalige Faltung mit den ent- 


sprechenden Formen in Symbolen /- M. 
E) Aus (30.) e ergibt sich die Reduktion der zerfallenden Formen- 


reihe (a,sw)’: 


0=a, (Hsw) (asva)? — a,(Hsu)’ (arm) + 2a, (avnu) (rnsu) (Hsu)? = = a,(asu), 
0=a,a,(Hsu)’ (asvx) (asu)=a, (aynu)? (Hsu)' (asu)+ a, (aynu) (vnsu) (Hsu)' (asu) 
1 
=; .a,(asu)‘. 


Folgerung: 
s’ tritt nicht in Faltung mit den Formen 7. Ordnung ein. 


$ 25. Formen 12., 13., 14., 15. Ordnung (System $7ı7). 
Faltung von s mit den Formen 8., 9., 10., 11. Ordnung (System IIT) 
($ 13—16). 
Irreduzible Formen: 


12. Ordnung. 


9: x)* )| ii 
RR) | B) (Hm), su‘ (aHWH,s.u), 


" I 
0, nz) s9, 


11* 























84 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 


'((0Lu), s, u), ((#Lu), s,u) | ((0 Lu)’, s, u)’ 


Ö 
(0,8 u) | . ‚(0,(0 Lu)’, s, u)". 


Reduktionen: Die durch direkte Faltung mit Reduzenten oder zer- 
fallenden Formen entstehenden Reduktionen sollen nicht mehr erwähnt 
werden. 


B) Zerfallen von ((aHu)H,,s,u) und (a,(aHu)H,,s, u) als Über- 
schiebung über Funktionaldeterminanten. 


Zerfallen von (a, (aAu) H,, s, u)’: Doppelte Reduktion der zerfallenden 
Form [®,-07])%: ($ 13. C) 


= [0-0 ‚m=s-; 0 ‚(Osu)'(00' u) 0, 


=—-3 ” (Dö'msu «) (00'u) (0 Hu) (0' Hu) 6, (Os u) — = a,(aHu) H,(asu)'. 


C) Aus den Formeln (31.) ergibt sich die Reduktion der zerfallenden 
Formen 


[L;(#Lu)], und [9,(#Lu)] , d.h. der Produkte [9, - 7], und [a, - (Hu) ];; 


su’* 


=6.(6swW’(Hsu), 0=[L,(0 Lu). — 7[0,(0LW)]%«, 
0= a, (asu)’(b Hu)’ (bsuw) +60,(0 Lu)’ (Osu)(Lsu), 
0=6,(0su)(HswW’ aus 0=6(0Lu)(0su)(Lsw) 
(Reduzent «,(Hsu)?). 


(32.) 


Irreduzible Formen. 


13. Ordnung. 
A) ((KLu), s, u); ((KLu)), s, u), 

B) (L,5W 

C) ((a Hu), s, u). 





14. Ordnung. 


A) ((aLu)’ L,, s, u), 
B) ((# Hu)’, s, u)”. 
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15, Ordnung. 
((KH?’u)*, s, w). 


Reduktionen: Zerfallen von (K,(KLuw), s, uw), (/1,(# H’u), s, u), 
((K, H-L,u)’,s,w) nach $ 3. 2), ec); d. h. unter gleichzeitiger Be- 
trachtung der zerfallenden Formen (X,(KLu), s, w), (H,(#H'u)', s, u)‘, 
((K, H.L, u), s, u)?. 


Folgerung: s? tritt nicht mit einzelnen Formen von System III in 
Faltung ein. 


$ 26. System Sr. 


1) Faltung von s mit System I- II. 


Reduktionen: Nach den Reduktionen der letzten Paragraphen 
(a, s,, (aHu) (asu)s, usw.) lassen die Formen (0,4), (1,4), (2,4) nicht die 
Faltungen I und III gleichzeitig zu; /, 4, N tritt also nach $ 18, zur Bildung 
von System s;,, nicht in Produkten in Faltung ein. 

7 tritt nicht in Faltung ein, da nach den gleichen Reduktionen den 
zu 7 kontragredienten Faltungen 


(K,(kva)', s, u), ((Fnx)*, s, u) usw. 
die zu ) kogredienten Faltungen entsprechen: 
K,(kva)’s,, (’nz)’s; usw. 


2) Faltung von s mit System IL- III 
d.h. von s mit /7. (1,4), H.(2,A), /I. (3,4). 


Irreduzible Formen: 


(a, H, s, u)f, ((aHu)’-H,s,u), ((aHu)’-H, s, u), 
((aLu)’- H,s,w), ((aLu)’-H,s,u), ((aH’w). MH, s, u). 


B) (a-A,s,w’, (a,(aHu)'-H, s,w), (a(aLu)'-H,s, u)‘. 
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©) (0,- H, s, u), ((#Hw)-H,s, u), ((0 Hu)’. H, s, u), 
(Lu) -H,s,wW*, ((#Lw)-H,s, u), ((0H’w)- H, s, u). 

D) (0,(#Hu)-H,s,w’, (6,(0Lu)-H, s, wf. 

E) ((KLu)-H,s,u), ((K H’u)*-H, s, u). 


(ro)’-H,s,W, (Grod’-H, sw, (nz) H,s,wW, (HH, su), 
(LH, s, u). 


Reduktionen: v tritt analog wie ; nicht in Faltung ein. 
B) und D). (a,.H,s,w)* und (6,-H,s, w)* zerfallen aus Formel (27.)e) 
und (29.)e) unter Berücksichtigung von (Hu) = 45-0: 


(a, + H, s, u)' = (asu)'-o, (I, ss, W=— -(dsu)' .o; 


daraus Zerfallen von (a,(aHu)- H,s, u), (0,(0 Hu)-H, s, w)*. 
(6, H,s, u), (6,-H,s, u)’ und daraus (0,(0 Hu). H, s, u)* 


zerfallen nach $ 25, Formen 12. Ordnung C). 


3) Faltung von s mat System III-II, 
d.h. von s mit Formen von System III: (3,4)-(3,4), (3,4)- (2,4), (3,4)-(1,4), 
(2, 4) y (2, 4), (2, A) e (1, .), 
(1,4): (1,4). 


Irreduzible Formen : 
A) (-a,,5,u), (a,-a,,5,u), (a’-a,(aHu), s, u). 


(a, H,,s, uw), ((aHu).H,,s,u), ((aLw).H,,s, w), 
((aLu)-H,,s,w,  ((aH’w)-H,, s, u). 


B) 
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Reduktionen: 


Produkte II-III sollen, bei gleicher Ordnung in Symbolen » und /, 
als höher gelten wie Produkte III- III. 

Die Reduktionen entstehen zum Teil durch Relationen zwischen 
Produkten (Syzygien), zum Teil durch Ersetzen der Produkte durch die 
entsprechenden zerfallenden Formen und Reduktion der Faltung dieser 
Formen mit s. (Produkte, die Kontravarianten enthalten, sind stets aus- 
gelassen, da sie in Produkte übergehen.) 


A) / quadratisch, Symbole » in beliebiger Ordnung. 
Nach $ 11, Formeln (12.) und durch analoge Rechnung gilt: 


1) 0=a,-b,+3/-(aHu? -10-H+ 5 ug u}, 


2) 0=4,.B,+f-a,(a Hu —0,—, Hy, 
3) 0-0. — +28. 
Daraus folgt: 
) 0=d-B,(va) (aus 3)), 
5) L,(0Lu)=-a,-b,(b Hu) +2@-(bHu)+,&%-H (aus 2)), 
6) L,(@Lu)=-6a,.b, (Hu) +2a-(bHu?—5®-H (aus 1)), 


7) 0=a,.(bHu)’+f-(aLuw’+6,-H (aus 1)), 


8) 0=a,-(bLu)’+,(0Hu}-H | 
| (aus 7)), 





9) 0=(aHu)’-(bHu)”’+2(0 Hu)’-H 
10) O=a,(aHu)’-b,(bHu) (aus 5) und 6)), 


0=[a,-b,(bHu)]a (aus Formel (30.)b)). 
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Die Reduktionen von 
(Hy, su)‘, (Ls(0 Lu), s, W, (Ls(# Lu), s, u)* 


(Formeln (31.) und (32.)) geben zusammen mit den Formeln 1) bis 11) die 
Reduktion aller Faltungen von s mit Produkten, die in den Symbolen / qua- 
dratisch, » beliebig sind. 
B) Produkte von je zwei der Symbole /,,7; v in beliebiger Ordnung. 
Nach den Formeln (17.), (18.), (20.) und durch direkte Rechnung 
gelten die Relationen: 


l 1 
1) 0=a,-0, +7 0-(aHu)’+-f-(# Hu), 
it ri (direkte Rechnung 


analog A 1)). 





2) 0=8,:0,+50-(0 Hu)” 


; Daraus folgt: 
3) EEE OEL UERETREE 
(aus 1) und A 6)), 
4) 0=39,-(aHu)°+f-(OLu)’ +20-(aLu)| 
5) 0=a,-(0Lu), 0=6,-(aLu)’, 0=(afu)’-(0Hu)’ (aus3),4) und A8)), 
6) 0=a,-%+9,-.a,+f-0,(0Hu’+0- a, (aHu) (Formel (17.)), 


[analoge Ableitung wie von 6) 


1 
a :ı  £.H 
7) 0=8,-6,+0-0,(0Huy + f-H, aus &(00' vr). 


Daraus folgt: 






3) 0=a,-(jva)’+f-H, (aus 6)), 
9) 0=(aHu)-(jve)’--2a,-H, (aus 8)), 
0=4,-.(jva), 0=#.H, (aus 7) und 8)), 


11) 0=a,.8 —(jna) 














‘ (Formel (18.)), 









0=a2:®—: (in? 3(4 Hu) 
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13) 0-9 ,a, (Formel (20,), 
14) 0=9,.6,, 0=a, I, ($13.C0)). 


Die Formeln sind so weit geführt, bis die Produkte polarisierbar werden; 
d.h. daß durch Faltung nur ein neues Produkt entsteht dadurch, daß 

a) die Faltung des Produktes in sich reduzibel wird, 

b) die übrigen durch Faltung entstehenden Produkte reduzibel werden 
oder auf Kontravarianten führen (vgl. $ 3. 2), a) und b)). 

Formeln 1) bis 5) geben die Iteduktion aller Faltungen von s mit 
Produkten, die aus «@,-, durch Faltung entstehen, 

Formeln 6) bis 10) die Reduktion derjenigen Produkte, die aus 
a,-6, durch Faltung entstehen. 

Nach $ 24A) zerfallen, unter Berücksichtigung von Formeln 6) bis 
10), die Faltungen von s mit Produkten, die aus «,-6, entstehen. 


Es wird: 


=.a,(asu) 9, (0su), 0=a,(asu)9, (0swW’— K,(KHu) (Ksu), 
0=a;(asW’0, (Osu), 0=a;,(asu)6, (Osu), 
0= a, (asu)6, (Os). 


Die Reduzenten: 


(37%), W° [aus (Ins? (IHsu). $ 23. C 3)), 
(H,(jne), s, u) [$ 24, Bj, ((4 Hu), s, u)" [$ 24, CO], 
(a,su)’ |$ 24, E] 


geben zusammen mit den Formeln 11) bis 14) die Reduktion aller aus 
a,-6,, a,-6,, a,-6,, entstehenden Produkte. 
Unsere bisherigen Rechnungen lassen sich zusammenfassen in der 
Schlußfolgerung: 
Das relativ vollständige System mod (e,?) besteht aus folgenden 


331 Formen und Teilsystemen, die wir anschließend auch tabellarisch ge- 


ordnet wiedergeben: 
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u, 1 Form | 
System I 6 Formen 


System II 5 Formen 





System III 117 Formen 


s 1 Form | 
System s, 35 Formen 
System 577 9 Formen 


System $77, 125 Formen 





System s,7 32 Formen | 





Relativ vollständiges System mod (s, o, Ü) 


[s. Tabelle 11]. 


über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 


[s. Tabelle I]. 
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Über die Klassenzahlen Abelscher Zahlkörper. 


Von Herrn Ph. Furtwängler in Aachen. 





E. E. Kummer”) hat die Richtigkeit des folgenden Satzes behauptet: 
Sind k und X zwei Unterkörper des Körpers der m-ten Einheitswurzeln, 
wo m eine ungerade Primzahl bedeutet, und ist 4 in Ä enthalten, so ist 
auch die Klassenzahl von % ein Teiler der Klassenzahl von A. Der von 
Kummer für diesen Satz versuchte Beweis ist nicht stichhaltig, wie bereits 
Herr D. Hilbert”) bemerkt hat. Der Satz ist aber, wie im folgenden 
gezeigt werden soll, in der Tat richtig und läßt sich auch auf den Fall 
ausdehnen, daß m eine Potenz einer Primzahl ist. 


Es seien also k und X zwei Unterkörper des Körpers der m-ten 
Einheitswurzeln, wo m eine Potenz einer Primzahl bedeutet, und /, // seien 
bzw. die Klassenzahlen von k, A. Für die Definition der Klassenzahl soll 
der schärfere Äquivalenzbegriff zugrunde gelegt werden, nach dem zwei 
Ideale nur dann äquivalent heißen, wenn ihr Quotient als total positive 
Körperzahl darstellbar ist. Selbstverständlich kann das nur auf die in / 
und // aufgehenden Potenzen von zwei einen Einfluß haben. Es ist nun 
nachzuweisen, daß unter den angegebenen Voraussetzungen Ah ein Teiler 
von H ist. 


Es sei zu diesem Zwecke p eine beliebige Primzahl und es seien p°, 
bzw. p“ die höchsten Potenzen von p, die in Ah, bzw. Fl aufgehen. Es ist 





*) Dieses Journal Bd. 40 (1850), S. 114. 

**) Bericht über die Theorie der algebr. Zahlkörper, S. 378. Kummer macht 
die unrichtige Annahme, daß zwei nicht äquivalente Ideale des Unterkörpers auch im 
Oberkörper nicht äquivalent seien. 
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dann zu zeigen, daß a stets kleiner oder höchstens gleich A ist. Wir unter- 
scheiden bei diesem Nachweise zwei Fälle, je nachdem der Relativgrad von 
K in bezug auf %, der mit g bezeichnet sei, zu p relativ prim ist oder nicht. 

Ist der Relativgrad g zu p relativ prim und sollte die Klassenzahl 
von k durch eine höhere Potenz von p teilbar sein als die von Ä, so 
müßte es ein Ideal ; in k geben, das in 4 den Bedingungen 


Jel,f®link 
nit und das in X in die Hauptklasse übergeht. Aus 
J-linK 
würde dann durch Bildung der Relativnorm in bezug auf % folgen: 
elind. 


Daraus würde sich aber in Verbindung mit der Äquivalenz ?=1 in k, da g 
und » relativ prim sind, ergeben, daß 7 in k selbst in der Hauptklasse liegen 
müßte, was unserer obigen Annahme widerspricht. Es kann daher in dem 
vorliegenden Falle die Klassenzahl von k nicht durch eine höhere Potenz 
von p teilbar sein als diejenige von Ä. 

Es sei zweitens der Relativgrad g durch » teilbar. Wir wollen 
zeigen, daß auch in diesem Falle die Annahme, daß p*>p“ sei, zu einem 
Widerspruch führt, wozu die Theorie des Klassenkörpers herangezogen 
werden muß. Die Körper k und Ä sind Adelsche Körper; es läßt sich 
daher Ä dadurch erzeugen, daß man sukzessive zu k Körper adjungiert, 
von denen jeder in bezug auf den vorhergehenden relativ zyklisch von 
Primzahlrelativgrad ist. Da nun bei der Adjunktion eines Körpers, dessen 
Relativgrad in bezug auf den vorhergehenden zu p prim ist, die Klassen- 
zahl, wie oben gezeigt ist, keinen Faktor p verlieren kann, so müßte es 
bei unserer Annahme zwischen k und X zwei Körper k' und X’ mit folgenden 
Eigenschaften geben: A’ ist relativ zyklisch vom Relativgrad p in bezug auf 
k', und sind bzw. p“” und p“ die höchsten Potenzen von p, die in den 
Klassenzahlen von k’ und X’ bzw. aufgehen, so ist @>4' Es müßte also 
bei dem Übergange von X’ nach X’ die Klassenzahl mindestens einen Faktor 
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p verlieren. Das ist unmöglich, wie jetzt nachgewiesen werden soll. Ist 
die Klassenzahl von X’ durch p” teilbar, so gibt es in bezug auf 4' einen 
unverzweigten relativ Abelschen Körper vom Relativgrad p**). Dieser ist 
auch in bezug auf Ä’ unverzweigt; und zwar ist er in bezug auf Ä’ ent- 
weder vom Relativgrad p” oder p“ ='. Das letztere kann nur dann eintreten, 
wenn Ä’ selbst in bezug auf A’ unverzweigt ist. Existierte nun in bezug 
auf Ä’' ein unverzweigter relativ Abelscher Körper vom Relativgrad p", so 
müßte die Klassenzahl von X’ mindestens durch p” teilbar sein“); es könnte 
also die Klassenzahl bei dem Übergange von /' nach K’ keinen Faktor p 
verlieren. Es bliebe daher nur die Möglichkeit, daß A’ selbst in bezug auf 
k' unverzweigt wäre. Das kann aber auch nicht sein; denn 4’ und Ä’ sind 
beide Unterkörper des Körpers der m-ten Einheitswurzeln %k,, und ein solcher 
Körper besitzt, wenn m eine Potenz einer Primzahl ist, keine zwei Unter- 
körper, von denen der eine unverzweigt in bezug auf den andern ist. Ist 
nämlich m=/‘, wo / eine Primzahl bedeutet, so wird / in %, die 7" (/—1)-te 
Potenz eines Primideals 2”). Da der Grad des Körpers 4, ebenfall 
gleich *='(7—1) ist, so geht & in der Relativdiskriminante irgendeines 
Unterkörpers von k, in bezug auf einen anderen Unterkörper auf, und es 
ist daher keine Unverzweigtheit möglich. 

Hiermit ist die Richtigkeit unserer Behauptung allgemein nach- 
gewiesen, die wir im folgenden Satz noch einmal formulieren: 

Satz. Sind k und K zwei Unterkörper des Körpers der m-ten Ein- 
heitswurzeln, wo m eine Potenz einer Primzahl bedeutet, und ıst k in K ent- 
halten, so ist die Klassenzahl von k eın Teiler der Klassenzahl von K. Für 
die Definition der Klassenzahl gilt der schärfere Äquivalenzbegriff, nach dem 
zwei Ideale dann dquwalent heißen, wenn ihr Quotient als total positive 
Körperzahl darstellbar ıst. 

Der Satz bleibt nicht mehr allgemein richtig, wenn m durch ver- 
schiedene Primzahlen teilbar ist, wie ein einfaches Beispiel zeigt. Wäre 
er richtig, wie auch m beschaffen sei, so würde er, da jeder Abelsche Körper 


*) Vgl. den allgemeinen Beweis für die Existenz des Klassenkörpers, den ich in 
drei Mitteilungen erbracht habe, die in den Gött. Nachr. 1903 und 1904 erschienen sind. 
**) Vgl. Ph. Furtwängler, Eine charakteristische Eigenschaft des Klassenkörpers, 
1. und 2. Mitteilung, Gött. Nachr. 1906 und 1907. 
***) Vgl. D. Hübert, Bericht über die Theorie der algebraischen Zahlkörper, S. 331, 
Satz 120. 
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ein Kreiskörper ist, für zwei beliebige Adelsche Körper k und X, von denen 
der erste im zweiten enthalten ist, gelten. Man kann aber leicht zwei 
solche Körper angeben, für die er nicht gilt. Wir nehmen für k den qua- 
dratischen Körper (y— 5) und für X den Körper (Y—1, Y—5). Die Klassen- 
zahl von (y—5) ist durch 2 teilbar, die Klassenzahl von (y—1, y—5) ist 
dagegen ungerade. Unser Satz gilt also für diese beiden Körper nicht, 
obwohl beide Unterkörper des Körpers der 20. Einheitswurzeln sind. Es 
liegt dies daran, daß der Körper (y—ı, y—5), der der Klassenkörper von 
(y—5) ist, unverzweigt in bezug auf (y—5) ist. 
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Zur Theorie der Dirichletschen Reihen. 


Von Herrn Oskar Perron in München. 


(Mit 4 Textfiguren.) 





Von den Sätzen, welche ich im folgenden beweise, sind die meisten 


insofern nicht neu, als sie schon mehrfach ausgesprochen worden sind; in- 
dessen genügen die bis jetzt gegebenen Beweise keineswegs den Forde- 
rungen mathematischer Strenge. Es handelt sich dabei vor allem um den 
in der analytischen Zahlentheörie häufig angewandten Satz, daß eine 
Funktion, wenn überhaupt, jedenfalls nur auf eine Weise in eine Dririchletsche 
Reihe entwickelt werden kann. Indem ich diesen Satz streng beweise, und 
zwar in einer erheblich schärferen Fassung, ergibt sich zugleich eine be- 
merkenswerte notwendige, wenn auch nicht hinreichende Bedingung dafür, 
daß eine Funktion überhaupt durch eine Dirichletsche Reihe darstellbar ist. 
Weiter handelt es sich um eine Reihe von Formeln, welche sich mit un- 
zureichendem Beweise bereits in der großen Arbeit des Herrn ('ahen finden, 
die zum erstenmal die Grundlagen der Dirichletschen Reihen als Funktionen 
komplexen Arguments mit Erfolg behandelt”) Auf die empfindlichen 
Lücken der Cahenschen Beweisführung ist schon mehrfach in der Literatur 
hingewiesen worden, so erst jüngst wieder von Herrn Landau”), ohne daß 
es bis jetzt gelungen wäre, sie zu beseitigen. Durch meine Untersuchungen 
werden nun die Cahenschen Resultate im allgemeinen bestätigt, zum Teil 
aber auch als unrichtig nachgewiesen. 


*) Sur la fonction Z(s) de Riemann et sur des fonctions analogues. Annales 
de l’ecole normale, 3. serie, tome 11 (1894). 

**) Über die Multiplikation Dirichletscher Reihen. Rendiconti del ceircolo mate- 
matico di Palermo, tomo 24 (17). 
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$1. 


Unter einer Drrichletschen Reihe verstehe ich, wie heute allgemein 
üblich, jede Reihe der Form 


(1.) fd)=E ee, 


Dabei ist z eine komplexe Variable; ebenso sind die Koeffizienten c, im all- 
gemeinen komplex, während die Exponenten A, reell sind und — von po- 
sitiven oder auch negativen Werten beginnend — monoton ins Unendliche 
wachsen: 


,<h—h<e : limi,=o. 


n=% 


Wie Herr Cahen a. a. O. bewiesen hat, ist das Konvergenzgebiet einer 
Dirichletschen Reihe eine Halbebene, welche von einer zur imaginären Achse 
parallelen Geraden, der Konvergenzgeraden, links begrenzt wird. Die 
Konvergenzgerade kann auch links oder rechts ins Unendliche fallen, in 
welchen Fällen dann die Reihe überall bzw. nirgends konvergiert. Die 
Konvergenz ist im allgemeinen keine absolute, so daß die Reihenfolge der 
Glieder durchaus festgehalten werden muß. Dagegen konvergiert die Reihe 
gleichmäßig in jedem Gebiet, welches ganz im endlichen liegt und der 
Konvergenzgeraden nicht beliebig nahe kommt; sie stellt daher eine im 
Innern ihres Konvergenzgebietes überall reguläre analytische Funktion dar, 
die wir durch /(z) bezeichnen. 


Zur Behandlung der Dir:chletschen Reihen bedient man sich mit 
Vorteil der sogenannten partiellen Summation. Es sei { ein Wert, für welchen 
die Reihe konvergiert; setzt man dann 


N 
2.) ze tl, 0,=0, 


n=] 


so bleiben alle Zahlen |C',| unter einer von N unabhängigen Schranke: 


(3.) IC,|<C. 
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Ferner ist 


BZ 


N m 
ccm cc erint.etnted 


n 


nd \ Y —-/ (:—{) 
= E ((,—l,_,) et 
1 


n 
n = 
N _ Kae ; h 
ar? Glen 9 er He) Oyertsnted, 
n = 


Bezeichnet man also, wie üblich, den reellen Teil einer Zahl z mit R (z), 
so folgt hieraus, wenn R (zZ) >NR (Ü) vorausgesetzt wird: 


a) F@= Ecken denne)  (ROD>RO). 


Diese neue Reihe für /(z) konvergiert absolut; außerdem bemerke ich aus- 
drücklich, da ich sie später gliedweise integrieren werde, daß auch sie in 
jedem endlichen Gebiet, welches rechts von der Geraden R (z)= N (L) liegt 
und dieser nicht beliebig nahe kommt, gleıchmaßıg konvergiert. Diese Tat- 
sachen folgen zwar ohne weiteres aus den Untersuchungen des Herrn 
Cahen; indes will ich sie doch besonders beweisen, indem ich mich hier, 
wie auch später, zur Abschätzung der Glieder der Reihe (4.) einer Formel 
bediene, die zu diesem Zwecke etwas bequemer ist als die des Herrn Cahen. 
Es gilt nämlich die Ungleichung: 


& — ins —i s| Is| —/,RC) md R(s) 
(5.) re le —ezin+1 RO), 
Diese kann leicht dadurch verifiziert werden, daß man s= x + iy einsetzt 


und beide Seiten ausrechnet; sie ergibt sich aber auch direkt mit Hilfe der 
Integralrechnung: 





N 
Is] ET RD dti= sl four) _ ia +ıR6) 
= gl e )- 
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Aus der hiermit bewiesenen Ungleichung (5.) ergibt sich nun ohne 
weiteres die absolute Konvergenz der Reihe (4.), und für den Rest dieser 


Reihe erhält man die Abschätzung: 





E: ice u: in & z—f[] n . 
,. Ü E (2 D_e Anı1( 6) ı<ÜU y | = eure) _ ein +ı Ra) 
Be St, 3, Re \ ) 





x 


woraus sofort die gleichmäßige Konvergenz für jedes Gebiet |-I|<R, 
R(2—{)>0 hervorgeht. 


82. 


Einer der wichtigsten Sätze aus der T’heorie der Drrschletschen Reihen 
ist der, daß zwei verschiedene Dirichletsche Reihen nicht die gleiche ana- 
Iytische Funktion darstellen können, oder was dasselbe sagt, daß eine 
Funktion sich, wenn überhaupt, doch jedenfalls nur auf eine Weise in eine 
Dir:ichletsche Reihe entwickeln läßt. Da die Differenz von zwei Dirichletschen 
Reihen sich offenbar wieder als Dirichletsche Reihe schreiben läßt, so kann 
dieser Satz auch so ausgesprochen werden: 

Wenn eine Dirichletsche Reihe für alle Werte von z, deren reeller Teil 
eine gewisse Zahl übertrifft, verschwindet, so sind alle ihre Koeffizienten 
gleich Null. 

Bevor ich den Beweis dieses Satzes in Angriff nehme, will ich zu- 
nächst über die bisher gegebenen Scheinbeweise einiges vorausschicken. 
Da diese sich vielfach auf reelle Werte der Variabeln z beschränken, so 
wollen sie sogar den folgenden sehr viel mehr aussagenden Satz stützen: 

Wenn eine Dir:chletsche Reihe für alle reellen Werte von z, die eine 
gewisse Zahl übertreffen, verschwindet, so sind ihre sämtlichen Koeffizienten 
gleich Null. 

Herr de la Vallee Poussin verziehtet in seiner Arbeit „Sur la fonction 
C(s) de Aiemann et le nombre des nombres premiers inferieurs & une limite 
donnde“*) auf einen ausführlichen Beweis unseres Satzes und begnügt sich 
auf S. 65 lediglich mit dem Hinweis „que des exponentielles differentes ne 


*) Memoires couronnes et autres memoires publies par l’Academie royale de 
Belgique, tome 59 (1899). 
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sont pas du m@me ordre de grandeur pour s infini“. Dies kann jedoch jeden- 
falls nur besagen, daß 


lim Michi uf 
ist. Aber daraus folgt über die Größenordnung des Restes der unendlichen Reihe 
gar nichts, und man kann sogar behaupten, daß es ganz und gar unmöglich ist, 
auf die angeführte Tatsache allein einen Beweis des in Rede stehenden 
Satzes zu gründen. In gleicher Weise würde sich nämlich auch ein gleich 
zu erwähnender allgemeinerer Satz von Kronecker beweisen lassen, den ich 
tatsächlich als unrichtig nachweisen werde. 

Einen ausführlicheren Beweis gibt Herr Bachmann”). Bei diesem 
kommt es wesentlich darauf an, zu zeigen, daß eine Drrichletsche Reihe, 
deren erster Exponent 4,=(0 ist, mit wachsendem > sich unbegrenzt dem 
Wert ihres Anfangsgliedes nähert. In der Tat konvergieren offenbar die 
folgenden Glieder, da ihre Exponenten A, alle positiv sind, jedes für sich 
gegen Null. Daß aber auch ihre unendliche Summe gegen Null konvergiert, 
erschließt Herr Bachmann auf folgende Weise. Er beweist zunächst ganz 
richtig auf Grund der gleichmäßigen Konvergenz die Stetigkeit einer 
Dirichletschen Reihe für jeden endlichen Argumentwert; dann aber heißt es 
S. 62: „Man erhält daher (nämlich wegen der Stetigkeit) den Grenzwert der 
Reihe für einen beliebig großen Wert von z, indem man in ihren einzelnen 
Gliedern > diesen Wert annehmen läßt, wodurch aber, wenn z unendlich 
groß gewählt wird, die Reihe sich auf ıhr Anfangsghied reduziert.“ Die 
kursiv gedruckten Schlußworte enthalten aber eine offenbare petitio prineipii, 
zu deren Beseitigung die Stetigkeit für jeden endlichen Argumentwert ab- 
solut nichts beiträgt. Hätte Herr Bachmann statt dessen die von ihm tat- 
sächlich bewiesene gleichmäßige Konvergenz für das ganze unendliche Gebiet 
>> herangezogen, so hätte er leicht zu einem einwandfreien Beweis 
gelangen können, ohne die Stetigkeit zu benutzen, die für diese Frage ganz 
unerheblich ist. 

Einen anderen ebenso anfechtbaren Beweis unseres Satzes hat Aronecher 
gegeben”). Er beschränkt sich dabei auf Reihen der Form 








*) Die analytische Zahlentheorie, Leipzig 1894. 
**) Vorlesungen über Zahlentheorie, I. Bd. Herausgegeben von Hensel, Leipzig 1901. 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 2, 14 
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setzt also A,=logn, und setzt außerdem nicht bloß z, sondern auch die 
Koeffizienten c, als reell voraus. Alsdann erscheint der Satz als Spezial- 
fall des folgenden von Äronecker a. a. OÖ. S. 261 behaupteten allgemeineren 
(aber unrichtigen) Satzes: 

„Es sei 


F(2) Gufu(?) +6, fı (z) + %f(2) +... 


eine Reihe, in welcher die Koeffizienten <,, c,,... reelle Konstanten, die 
Multiplikatoren /,(2), fı (2), ... reelle Funktionen von z sind, und welche 
die folgenden Eigenschaften besitzen soll: 

1. Sie konvergiert unbedingt innerhalb eines Bereiches = >a«a der 
Variabeln >*). 

2. Alle Multiplikatoren /,(2), fi (2),. - besitzen innerhalb dieses 
Bereiches positive Werte. 


3. Der Quotient . . 7 ) zweier aufeinander folgenden Multiplikatoren 
n—1 


wird mit wachsendem > unendlich klein. 

4. Der Anfangskoeffizient c, ist von Null verschieden. 

Dann kann F(z) nicht identisch verschwinden, hat vielmehr für ge- 
nügend große Werte von z das Vorzeichen des Anfangsgliedes «, fu (2). 

Der Beweis, den Kronecker für diesen Satz gibt, weist indes den 
Fehler auf, daß aus der aus der obigen Bedingung 3. hervorgehenden Beziehung 


f n (2) 


lim 7-2 —=0 n=2,3,..0) 


x fı @) 


gefolgert wird, man könne z so groß wählen, daß der Quotient 2) für 


jedes n unter eine gegebene Größe herabsinkt, während doch in Wahrheit 
für jedes einzelne » ein besonderes > erforderlich ist, und diese unendlich 
vielen z-Werte brauchen keine endliche obere Schranke zu haben. Bei 


*) Man beachte hierbei, daß die speziellen Dirichletschen Reihen $ =, wenn 


sie nicht überall divergieren, bekanntlich stets auch ein Gebiet (Halbebene) unbedingter 


Konvergenz haben. 
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den Dirichletschen Reihen (Y. = ir) ist eine solche Schranke aller- 
dings vorhanden, ebenso bei den anderen speziellen Fällen, welche Aronecker 
angibt. Aber eine notwendige Folge der obigen Bedingungen 1. bis 4. ist 
das nicht. 

Der Umstand nun, daß einerseits der Kroneckersche Satz in vielen 
Spezialfällen sicher richtig ist, andererseits aber der von Aronecker gegebene 
Beweis für den allgemeinen Satz nieht ausreicht, legt die Frage nahe, ob 
der Beweis vielleicht einer Verbesserung fähig ist, oder ob etwa der Satz 
in seiner Allgemeinheit gar nicht richtig ist. Meine diesbezüglichen Be- 
mühungen führten mich zu dem Resultat, daß der Satz tatsächlich falsch 
ist. Das folgende einfache Beispiel, bei welehem die Funktionen /,(z) über- 
dies auch stetig sind, soll dies dartun. 

Wir beschränken die Variable z auf positive Werte, wählen also in 
der Formulierung des Satzes bei Bedingung 1. «=0 oder «>0. Dann 


setzen wir: 


fi (2)= R: at = | z | (=2,3,...2) 


n = 1 Auzıi N %. > ” 2 
für Z >’, 
s 


Dadurch sind bereits alle Funktionen /,(z) definiert, bis auf die erste /,(2). 
Offenbar sind auch die Bedingungen 2., 3. des Äroneckerschen Satzes 


erfüllt, soweit sie sich nicht auf /,(2) beziehen. Ich behaupte nun, die un- 
endliche Reihe 


= 2 1.) 


n= 


konvergiert für alle positiven >, und außerdem ist 


Nehmen wir diese zwei 'l'atsachen einmal vorläufig als erwiesen an, 
so definieren wir die Funktion /, (2) durch die Gleichung 


hAO)=PGC), 
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wodurch jedenfalls auch die auf /,(z) bezüglichen Bedingungen 2. und 3. 
erfüllt werden. Die unendliche Reihe 


F)=-hI-FI-LE)- BO) 


ist dann eine von der Art, wie es im Äroneckerschen Satz verlangt wird; 
sie konvergiert absolut, und der Koeffizient von /, (2) ist nicht Null. Trotzdem 
ist gemäß unserer Definition von /,(2) identisch F(z)=0, was nicht sein 
könnte, wenn der Satz von Äronecker richtig wäre. 

Um nun die oben benutzten Tatsachen über die Reihe „(z) noch 
nachträglich zu beweisen, sei z irgend ein konstanter, wenn auch beliebig 


großer, positiver Wert. Der Quotient BLIOR wird dann nach der De- 


fn-ı (2) 


finition für hinreichend große Werte von » jedenfalls kleiner als 1, ja sogar 
ganz beliebig klein. Hieraus folgt aber nach dem Cruchyschen Kriterium, 


daß die Reihe 8 /,(z) konvergiert, und zwar absolut, weil ihre Terme 


n==] 


schon alle positiv sind. Es bleibt nun noch zu zeigen, daß diese Reihe 


mit = unbegrenzt wächst. 
Zu dem Ende wählen wir z sehr groß und bezeichnen mit % —1 die 


größte in Yz enthaltene ganze Zahl. Es ist dann 
K-1’<:<ä, 
und mit = zugleich wächst auch 4 ins Unendliche. Außerdem ist offenbar: 
= EHO>h-Q), 


weil die Reihe lauter positive Glieder hat. Nun ist aber nach der De- 
finition für k—-1’<r<A: 


h(@)=1, 

9) _ F7_ 7 
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woraus durch Multiplikation folgt: 


k—1)!? kl?’ 
kh-@)> un = BIT: 


Also a fortiori und unter Benutzung der Strlingschen Formel: 


kt? Van et Ik+1)2 kk 
>>! kek—ı —>(s) z 


Da aber mit z zugleich auch & ins Unendliche wächst, so folgt, wie 
behauptet, lim g(z)=x. Damit ist nun der Satz von Äronecker voll- 


ständig widerlegt. 

Auf ganz anderer Grundlage beruht ein zweites Beweisfahren von 
Kronecker, das sich auf die allgemeinsten Drrichletschen Reihen bezieht, und 
bei dem auch komplexe Argumentwerte eine wesentliche Rolle spielen”). 
Bekanntlich lassen sich die Koeffizienten einer Potenzreihe 


Po) Far 


durch die Formel 





ausdrücken, wo der Integrationsweg eine den Nullpunkt in positivem Sinn 
umlaufende geschlossene Linie ist. Daraus folgt sogleich, daß die Funktion 
1 (z) sich nur auf eine Weise in eine Potenzreihe entwickeln läßt, da ja 
die Koeffizienten durch obige Formel eindeutig bestimmt sind. In ähnlicher 
Weise suchte Aronecker die Exponenten A, und die Koeffizienten c, einer 
Dirichletschen Reihe aus der darzustellenden Funktion mit Hilfe eines 
komplexen Integrals eindeutig zu bestimmen. Dabei handelt es sich um 
das Integral 


satin ew2 
I t@ 


a—i% 


dz, 


welches als Funktion der reellen Variabeln « aufgefaßt wird. Das gleiche 


*) Notiz über Potenzreihen, Monatsberichte der Berliner Akademie 1878, 5. 53—58. 
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Integral betrachtet auch Herr Cahen in der eingangs genannten Arbeit. 
Aber beide Autoren bestimmen seinen Wert lediglich dadurch, daß sie für /(2) 
die Dirichletsche Reihe einsetzen und dann gledwerse integrieren. Ich werde 
in $4 und 5 den nicht leichten Nachweis führen, daß dies Verfahren in der 
Tat zum richtigen Resultat führt. Da aber sowohl bei Äronecker wie bei 
Herrn Cahen eine derartige Begründung fehlt, können ihre Untersuchungen 
natürlich nicht als Beweis des Eindeutigkeitssatzes gelten. 


$ 3. 


Indem wir jetzt zum exakten Beweis des fraglichen Satzes übergehen, 
setzen wir, was selbstverständlich ohne Beschränkung der Allgemeinheit ge- 
stattet ist, den ersten Koeffizienten c, von Null verschieden voraus. 'T'rans- 
formieren wir dann die Dririchletsche Reihe in die absolut konvergente 
Reihe (4) und schreiben den ersten Term separat, so kommt für 


RIDRO: 
f(z)=( . (em G-) „eh @-9) -H 5 C, (ent 9 — en 16-0), 
I 


Hierbei ist nun auch Ü,=c,e"* von Null verschieden, und außerdem nach 
(3): |C,|< €. Mittels der Abschätzungsformel (5.) erhält man daher, wenn 
zur Abkürzung 


—-l=ıaHtiy 
gesetzt wird (x, y reell; © > 0): 


. 


If (2) u. IC, eh @=91 —[C, eke-d|l— 53 IC,-|e» 9er 1-0 
„==? 
>IC,|e u ne; ii. y’ (en? — ent 18) 
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Daher ist gewiß |/(z)| > 0, sobald die Ungleichung 


„3 2 
/ d + Y erh 


Ole: >20 


besteht. L,öst man diese nach y auf, so kommt 


2 SIT 20, —/,)x | 

g ser’)#®_]}, 

dir, | 

Um die Bedeutung dieses Resultats zu übersehen, wählen wir in der 

komplexen Zahlebene den Punkt [ als Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, dessen Ä- und Y-Achse bzw. 

n Y 

der reellen und imaginären Achse parallel sind. 

Die Kurve mit der Gleichung 


1? 


C, | e? (,—/)e __ | 
40 


y-i | 


hat die in nebenstehender Figur angedeutete Ge- 
stalt. Wegen des in der Gleichung auftretenden X 








Exponentialfaktors erstreckt sie sich offenbar nach & 
oben und unten sehr steil ins Unendliche. Der 
unendliche Teil der Ebene, welcher rechts von der 
Kurve liegt, ist charakterisiert durch die Un- 
gleichung | 


in ihm ist also überall |/(z2)| >0. Damit ist nun nicht nur der in $ 2 an- 
gekündigte Satz bewiesen, daß /(z) nicht für alle Werte von z, deren reeller 
Teil eine gewisse Zahl übersteigt, verschwinden kann; sondern wir finden 
sogar, daß in dem ganzen unendlichen Gebiet, welches rechts von der obigen 
Kurve liegt, überhaupt keine einzige Nullstelle von /(z) vorhanden ist. 
Unsere Kurve hat nun ‚aber den Nachteil, daß sie nicht für alle 
Dirichletschen Reihen die gleiche ist. Denn in ihrer Gleichung treten die 
Konstanten (', C, und vor allem auch 4,, A, auf, welche von der speziellen 
Dirichletschen Reihe abhängen, die wir gerade betrachten. Durch eine 
zweckmäßige Modifikation des Beweisganges werden wir aber zu einer un- 
endlichen Serie von Kurven gelangen, die wesentlich dasselbe leisten, die 
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aber für alle Dirschletschen Reihen die gleichen bleiben und die außerdem 
den Vorzug haben, noch sehr viel steiler ins Unendliche zu führen als die 
bereits gefundene Kurve; das Gebiet, welches sicher von Nullstellen frei 
ist, wird also dadurch im Vergleich zu früher noch erheblich erweitert. Es 
gilt nämlich folgendes 

Theorem: Wenn eine Funktion f(z2) für RÄJD>NRÜE im eine 
Dirichletsche Reihe entwickelt werden kann, so hat f (z) in dem ganzen un- 
endlichen (Gebiet, welches rechts von der Kurve 


und zugleich rechts von der Geraden @=1 liegt, wie groß auch die posı- 
tive Zahl M gewählt wird, allemal nur eine endliche Anzahl von Null- 
stellen; dabei ıst der Punkt T als Anfangspunkt des xy-Koordinatensystems 
gedacht. 

Die Quelle des Beweises liegt wieder genau wie früher in der für 
RNÄIDNR() gültigen Ungleichung (vgl. S. 104 unten): 


. r In ) 2 
>| Gehe — Q,e-»e-8| _ Z|C,|-|ei,e-9 ed]. 


n—? 





/@) 


deren einzelne Terme aber jetzt in etwas anderer Weise abgeschätzt werden 
sollen. Indem man zunächst von der unendlichen Summe rechts eine be- 
liebige Anzahl N—1 von Termen abspaltet und wieder s-[=x+1y setzt, 
nimmt die Formel die Gestalt an: 


N j 
Yea)|>|C,|e**|- Ce — ZI, [Jet en er] 
n— 
(6.) 
ee) | FAN 
 ZE Ce setrn _enr, ,ern]. 


n—=N+1 





Hier wenden wir nun auf die Glieder der unendlichen Summe wieder die 
Abschätzungsformel (5.) an, wodurch wir analog wie oben erhalten: 


— 
Sf! er ern SCHI en Aarır. 
ee —— u 

n=N-+1 a 
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Die endliche Summe in (6.) dagegen schätzen wir in folgender Weise ab: 





N 
< E02" =20(N-1)e-». 


n=?2 


Führt man in Ungleichung (6.) für die beiden Summen die soeben 
berechneten größeren (oder wenigstens nicht kleineren) Werte ein, so wird 
die Ungleichung verstärkt, und man erhält 


FO>|G|E*-@N-Dirrr-e HH. einer, 


zT 


Daher ist gewiß /(z) von Null verschieden, sobald nur 


Fo 4 2 
Ger >@N-1Cer+ 0 TEN erintıe 


«Ü 


oder 


E; ME 'oWa-A)z.L (! Ve+ y —(kyrı i)e 
(7) |G|>(@N-HUe + 


zT 


ist. Nun sei ./ eine beliebige positive Zahl. Wegen lim 4,=x wird man 


n—=n 


N so groß wählen können, dab 
(8.) Ay -A4M>+I 


wird. Da x positiv ist, wird dann Ungleichung (7.) sicher erfüllt sein, wenn 
sogar 


I a 
(9.) IC >(2 N -V)Cetr Wr l Vx r Y ge a4 I) 


& 


gefordert wird. Um diese Ungleichung zu erfüllen, beschränken wir die 
Zahl x, welche bisher jede positive Zahl bedeuten konnte, auf solche Werte, 
für die 
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(aN-1)Ce@-0-<2[C,| 


ausfällt, oder was dasselbe ist: 


(10.) <> -—— log ea 2 
: s1c, | 
2 


Dann ist Ungleichung (9.) a fortiori erfüllt, wenn die folgende besteht: 
opel tl wm. 
fe 4 

oder auch durch Auflösung nach y; 


(11.) << „ill, 2(M+1)z -1}. 


Wir beschränken nun weiter, falls dies durch die Ungleichung (10.) nicht 
schon von selbst bewirkt ist, die Zahl x auf solche Werte, daß 


1<1 Ol zw. 2>1 


wird; oder was das gleiche sagt: 


ö 1 30? 
(12.) Zg(M +1) log jop >11. 


Das Bestehen der Ungleichung (11.) wird dann a fortiori garantiert, wenn 
sogar die folgende stärkere Ungleichung erfüllt ist: 


1 |‘ J. zurrna _ al 2x2 „Mx 
(13.) Y<aııe me 


Diese ihrerseits ist befriedigt, wenn wir 


KU 


Mr. 


8 Ge ® ans 
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das heißt: 


(14.) | >! log Zr 
wählen und außerdem 
{ y’ ne e Mx 


fordern. Diese letzte Ungleichung ist aber gleichbedeutend mit 
(15.) Y .c, er“ . 


Fassen wir zusammen, so ergibt sich das Resultat: 


Die Funktion /(z) ist sicher von Null verschieden, wenn, s—l=1x+ y 
gesetzt, die Ungleichung 
y u 


besteht, und zugleich x mindestens gleich der größeren der zwei Zahlen 


1 2N—1)C | 80 
u = A Ju vera 41 
> 1 | 


ist*). Die in diesen Bedingungen auftretende Zahl N ist durch Ungleichung 
(8.) bestimmt, wächst also mit M. Die untere zulässige Grenze für x wird 
daher ebenfalls mit M wachsen. 

Um .uns nun auch wieder ein geometrisches Bild zu machen, kon- 


struieren wir unter Zugrundelegung unseres alten Koordinatensystems mit 
dem Anfangspunkt in { die Kurve 


welche uns für positive x interessiert. Sie besteht aus den beiden Ästen 


*) Die Ungleichungen (12.) brauchen nicht mehr berücksichtigt zu werden, da 
sie durch (14.) bereits überholt sind. 


15* 
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ABU und DEF (Fig. 2), welche für große M außerordentlich steil auf- 
bzw. absteigen und daher in der Figur längs der Y-Richtung nur sehr ver- 
kürzt dargestellt werden können. Auf der X-Achse tragen wir vom Anfangs- 
punkt [ aus eine Strecke ab, deren Längenmaßzahl gleich der größeren der 
zwei Zahlen (16.) ist, und ziehen durch den Endpunkt P eine Parallele zur 
}-Achse. Diese schneidet die beiden Kurvenäste in B und E. Unser Satz be- 
Y TA sagt dann, daß in dem unendlichen Flächen- 
stück, welches links durch den Kurvenzug 
UBEF begrenzt wird, keine Nullstelle von 
B f(z) sich findet. Dabei ist zu beachten, daß 
die Gerade 5E um so weiter nach rechts 
A fallen wird, je größer die Zahl J/ gewählt 
P Bi”, wird, je steiler also die Kurvenäste ver- 

” laufen. 
In dem T'heorem, wie wir es S. 106 aus- 
Be. sprachen, ist nun von der Geraden DE über- 
haupt nicht die Rede, sondern das dort ge- 
| dachte unendliche Flächenstück ist links 
begrenzt durch die beiden Kurvenäste und 
F die Gerade @©—=1. Diese Fläche entsteht 
Fig.2 aber aus der vorigen durch Hinzufügen eines 
Flächenstückes von endlichen Dimensionen, das zudem ganz im Innern der 
Konvergenzhalbebene liegt. Da eine Drrzchletsche Reihe in einem solchen 
Flächenstück aber überall regulär ist, hat sie daselbst auch nur eine end- 
liche Anzahl von Nullstellen, womit das 'T'heorem vollständig bewiesen ist”). 











*) Statt der Geraden «= 1 könnte offenbar ebensogut #=e gewählt werden, 
wo & eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet. Im allgemeinen wird sogar die Gerade 
r=( zulässig sein; nur wenn die Konvergenzgerade genau durch den Punkt £ geht 
(zumeist wird sie ihn ja rechts lassen), kann unter Umständen auf der Strecke AD 
(Fig. 2) ein singulärer Punkt der Funktion liegen und dieser vielleicht ein Häufungs- 
punkt von Nullstellen sein. Jedoch ist es ohne Interesse, in dieser Richtung das Theorem 
möglichst umfassend zu formulieren; wesentlich ist vielmehr nur, daß das besagte unend- 
liche Gebiet genügend weit rechts überhaupt keine Nullstellen mehr aufweist. Insofern 
wäre es auch ganz gleichgiltig, wenn statt des Punktes £ irgendein andrer Punkt T’ als 
Anfangspunkt der «y-Koordinaten gewählt würde. Denn wenn auch [’ weiter links 
liegen sollte wie £, so bleibt eine in bezug auf &’ konstruierte Kurve y=-+e”'* von 
einer gewissen Stelle ab schließlich doch viel weiter rechts, als die Kurve y„=-+ e”* in 
bezug auf [, wenn nur M>>M' gewählt wird. 





ei, ’ 
ER a 


N. 
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Wir können unser 'T’heorem nun leicht noch dahin erweitern, daß 
die Funktion /(z) in dem besagten Gebiet jeden beliebigen Wert, wenn 
überhaupt, doch nur eine endliehe Anzahl von Malen annehmen kan. 
Denn sei « irgend ein Wert; dann kann die Funktion /(2)—« wieder als 


Dirichletsche Reihe dargestellt werden, indem der Summand — a — ae 
an geeigneter Stelle in die unendliche Reihe Ic, e”*„: eingeschoben wird. 
Daher hat die Funktion /(z2)—« in dem mehrfach genannten Gebiet nur 
eine endliche Anzahl von Nullstellen, das heißt aber, die Funktion /(2) 
nimmt den Wert & nur eine endliche Anzahl von Malen an. Wir erhalten 
also das folgende weitere 

Theorem: Eine notwendige Bedingung dafür, daß eine Funktion f(2) 
für RAIDNCE in eine Dirichletsche Reihe entwickelt werden kann, besteht 
darın, daß die Funktion in dem ganzen unendlichen Gebiet, welches rechts 


von der Kurve 


und zugleich rechts von der Geraden @—=1 legt, jeden Wert nur eine endliche 
Anzahl von Malen annımmt. Dabei ıst wieder der Punkt I als Anfangspunkt 
des xy-Koordinatensystems gedacht und M darf jede beliebige positive Zahl 
bedeuten. 

Auch hier gilt wieder das in der Fußnote S. 110 Gesagte. 

Wenn die Bedingung des T’heorems auch weit davon entfernt ist, 
hinreichend zu sein, so ist sie doch recht nützlich und gestattet in vielen 
Fällen ohne weiteres zu erkennen, daß eine gegebene Funktion nicht in 
eine Dirichletsche Reihe entwickelt werden kann. Dies gilt hiernach z. B. 
für die Funktionen sin z, cos x und viele andere. 

Noch viel weiter, und sogar mit einfacheren Mitteln, gelangt man 
bei solehen Dirichletschen Keihen, welche ein Gebiet absoluter Konvergenz 
haben. Denn obwohl ja die Kurven y=e"”* sehr steil aufsteigen, gelangen 
sie doch schließlich beliebig weit nach rechts, und unsere Untersuchungen 
lassen es also sehr wohl zu, daß eine Drrichletsche Reihe auch Nullstellen 
(oder «- Stellen) mit beliebig großem reellen Teil hat: wir wissen nur, dab 
dann auch der imaginäre Teil sehr groß sein muß. Bei Drrichletsehen 
Reihen mit absoluter Konvergenzhalbebene dagegen können wir beweisen, 
daß rechts von einer gewissen Parallelen zur imaginären Achse überhaupt 
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keine Nullstellen mehr liegen; es gibt also dann keine Nullstellen mit 
beliebig großem reellen Teil. 

Es sei nämlich 5 ein Punkt absoluter Konvergenz. Dann ist auch 
die Reihe 


(Oe'= B3 ea 
n = 


absolut konvergent. Man kann daher eine Zahl N so bestimmen, daß 
(17.) E |ewil—h ie 


wird, da wir natürlich wieder c, #0 annehmen dürfen. Für R (zZ) >N (d) ist 
dann a fortiori 


nn 


1 
(18.) mr. a lcıl, 


n—=N-+l 
weil ja die Glieder dieser neuen Reihe kleiner als die entsprechenden Glieder 


in (17.) sind. Ferner ist für R(z)>N (Ü) auch: 


C + z C„ e Qu | 
n=?2 | 


re] = 





>Jcı| 53 ER 
- , 


i —-(A,—A): 1 . 
>\al- 3,|oe ) Ill 
(infolge von (18.)). 


Ist außerdem noch Rt (z) >0, so folgt: 
Ele eum-belo 5 RO p-a-RO Ze |e 
2 |ene n—h = 2,|ole ah <e = lalı 
nz n= = 


so daß wir aus der letzten Ungleichung noch erhalten: 


N 
Voe>zlal-e@oro ze] 





Nacken : 5X EN 
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Daher ist gewiß /(z) von Null verschieden, sobald 


N 
lol>e Ro 5 |e,| 
- n=?2 





wird; oder durch Auflösung nach % (2): 
tl 
RE)> A,—l 08 


Die Funktion /(z) hat also gewiß keine Nullstelle mehr, sobald R (2) 
eine gewisse Größe übersteigt. Ganz das Gleiche läßt sich nun aber, genau 
wie auf S. 111 oben auch auf beliebige «-Stellen übertragen, so daß wir 
schließlich zu folgendem Satz gelangen: 

Theorem: Wenn eine Funktion f(z) für R(e)>NR(E) ın eine absolut 
konvergente Dirichletsche Reihe entwickelbar ist, so gibt es zu jedem Wert « 
eine Parallele zur imaginären Achse, rechts von welcher die Funktion den Wert o 


nıcht mehr annimmt. 


Ich bemerke zum Schluß, daß die Resultate dieses Paragraphen sich 
nicht etwa dahin erweitern lassen, daß eine Pirschletsche Reihe in ihrem 
ganzen Konvergenzgebiet jeden Wert nur eine endliche Anzahl von Malen 
annimmt. Einer solchen Vermutung widersprechen nämlich schon die end- 
lichen Dirichletschen Reihen, die natürlich in der ganzen Ebene konver- 
gieren; außerdem unter den unendlichen jedenfalls die bekannte Reihe 


a ae o. — 1 n—1 
A-2' = 3 CYT, 


n—=1 


welche für R(z)>0 konvergiert. Diese hat in ihrem Konvergenzgebiet 
unendlich viele Nullstellen, nämlich einmal die imaginären Nullstellen der 
ftiemannschen Zetafunktion, dann aber auch die imaginären Nullstellen des 
Faktors 1—2'-:, das sind die Punkte 


z—]1+ ni (=1,23,3,..) 
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$4. 


Herr Cahen gibt in $ 11 seiner eingangs zitierten Arbeit eine an- 
geblich notwendige und hinreichende Bedingung dafür an, daß eine Funktion 
in eine Dirschletsche Reihe entwickelt werden kann. Ich werde jetzt und 
im folgenden Paragraphen zeigen, daß diese Bedingung in der Tat not- 
wendig, aber keineswegs hinreichend ist. Es handelt sich dabei vor allem 
um den Nachweis der Formel 


at+im a+in 
© r erw? Pr ew—A,): 
hm ? h) 
= 20 art dz= 5 < / u dz 
n _— 
n=1 z n=1l E ” . - 
a—ı= a—ın 


Wie bereits in $ 2 erwähnt, hat Herr Cahen diese gliedweise Inte- 
&ration der unendlichen Reihe nicht genügend motiviert. Er beruft sich 
nämlich lediglich auf die gleichmäßige Konvergenz und übersieht dabei, 
daß solches nur für Integrationswege von endlicher Länge statthaft ist. 
Kronecker*) vollends nimmt für die gliedweise Integration ein Kriterium in 
Anspruch, welches nicht einmal für endliche, geschweige denn für unend- 
liche Integrationswege richtig ist. 

Herr von Mangoldt”*) hat die obige Integralformel für die spezielle 
Dirichletsche Reihe 





wo L(p")= log p, L(pye)=Ö ist (p,g ungleiche Primzahlen), richtig be- 
wiesen, und seine Methode läßt sich ohne Schwierigkeit auf alle absolut 
konvergenten Dirichletschen Reihen ausdehnen. Neue Wege aber erfordert 
der Beweis, wenn man die allgemeinsten Dirichletschen Reihen ins Auge 
faßt. Ich behandle dabei gleich ein etwas allgemeineres Integral und schicke 
zunächst folgenden Hilfssatz voraus: 

Hilfssatz: Bedeuten h,,h,,% positive Zahlen, a eine reelle, y eine 
komplexe Zahl, deren imaginärer Teil zwischen — ih, und + ih, hegt,”*”) so 


gilt die Formel: 


*) Siehe die auf Seite 103 zitierte Arbeit. 
**) „Zu Riemanns Abhandlung über die Anzahl der Primzahlen unter einer ge- 
zebenen Größe.“ Dieses Journal Bd. 114. Speziell Seite 274 ff. 
***) sodaß die Zahlen A, + Rliy), A, R(iy) positiv sind. 
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»ct + dhhe ek: 


mil, 1: wtih 1: 

/ ——d:= / —— dz — [ dz—2nıgy (hy) 
. Zu ; « z—y a z—y #7) 
a—ih, a—ih atihs 

wobei die Integrationswege geradling zwischen den angegebenen Grenzen ver- 


laufen und p(ky) die folgende bedeutung hat: 


.ı_J9 für Rd)<a, 
p (Ay) —IerAr für Ry) N 


Beweis: Durch Integration über die Begrenzung des bekannten Recht- 
ecks mit den Ecken 


a— th, b-tih, b+ch,, a+ih,, 


wo 5>a und auch 5>NX(y) ist, erhält man 


bild ‚b+ih, 


(19.) est dz = / uf uf — 2nip(iy), 


a—ih, a—ih, b—ih, a-+tih, 


wo (Ay) die angegebene Bedeutung hat, da ja das Rechteck für R(y) <a 
den Punkt y ausschließt, für R (y) > «a aber einschließt. Das zweite Integral 


auf der rechten Seite von (19.) nähert sich mit unbegrenzt wachsendem Ö 
der Null, da ja 


b ih r | he een ) \ slig ER ir 
ff" ? gi: "0 ER | / 2 o-ılbrtix) 7 / 2| omilb+ie) 2 
| ” u ? y AL 
| 2—yY | 4 +ie—y . b+ie—y 
l ! be 1 B 


ums hy 


ist. Das erste und dritte Integral in (19.) nähern sich ebenfalls bestimmten 
Grenzwerten, nämlich den Integralen 


woih A: ztih „—1s 
f —— dz, bzw. [ ——dz, 
BE <—Y 


DZ 


Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 2. 
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da diese ja offenbar (absolut) konvergieren, woraus sogleich die Behauptung 
des Hilfssatzes folgt. 

Man beachte, daß die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfüllt bleiben, 
wenn y sich nicht ändert, aber 4, und A, beliebig vergrößert werden. Die 
auftretenden Integrale lassen sich noch in folgender Weise abschätzen: 


z—ih, A: £ —Alx—ih) .. ——A(2 —ih,) 
1% € ie € 
e- 2—y di= ; 2 — ih, —Y da — J vw —ih, —Y da 
(20.) 
_ w eo ht 1 era 
Gr m/s: dv u M/: ; 
i h —NR (ty) h—Rly) 4 
ebenso auch 
Me: Hihz , ws | „da 
21, dzı <  - 
(21.) J u, Fe h,+Rly) 4 


Läßt man daher in dem Hilfssatz A, und A, irgendwie ins Unendliche 
wachsen, so konvergieren die Integrale rechter Hand gegen Null und man 
erhält die bekannte Formel 


are rn [0 für RG) < 
c . ( DO = € A u ul Y) u da, 
(22.) J 2 —y “ = lim / ei I—2nietr für Ny) > a, 


a—in "a—ih 


wobei die Voraussetzung 4 > 0 besonders zu beachten ist. 
Von jetzt ab verstehen wir in diesem Paragraphen unter 


Ivs 


fi) = 


> om hns 
C, € u 
a1 


I 


eine solehe Dirichletsche Reihe, deren sämtliche Exponenten A, positiv sind, 
also schon 4,0. Bedeutet dann « eine reelle Zahl im Innern der Kon- 
vergenzhalbebene, so betrachten wir das Integral 


satiz 5 
Id J m dz. 


wi 
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Setzt man hier für /(z) die obige lteihe ein, so erhält man für das 
Integral unter der vorläufig unbewiesenen Annahme, daß gliedweise 
Integration gestattet ist, nach Formel (22.) den Wert 


Ihe (0 | er M)< a, 

L—2nifly) für Ry)>au. 

Wir wollen jetzt nachweisen, daß das Integral in der Tat konvergiert 
und den angegebenen Wert hat, daß somit die gliedweise Integration wirk- 
lich erlaubt ist. Es sei & eine reelle Zahl, welche kleiner als « ist, aber noch 
im Innern der Konvergenzhalbebene liegt. Dann ist nach Formel (4.): 


f(2)= 20 (eime-D _ e-in+1-D), 
n—1 


also 


+ihs a: sat ih, ” 1 
f i f(:) rn u / ine — ( 5 (e” Al: £) e” An 0) d 2 
ui ; « — A ; 


a—ih a—ih, 


Da diese lteihe, wie in$ 1 ausdrücklich bemerkt wurde, längs des Integrations- 


. .s . . . 1 1) 
weges gleichmäßig konvergiert, da außerdem der Faktor - auf dem 


nz 


ganzen Integrationsweg offenbar absolut unter einer endlichen Schranke 
bleibt, also die Gleichmäßigkeit nicht beeinflussen kann, so darf man glied- 
weise integrieren und erhält: 


sat iho Mr . satih, ' | | i 
/ [(@) d:= > (' / (P Anl: ,) P An 16? - w d2 
° nn 


„ n \ 
: ee Y am} ® £ z Y 
a—ih, a—ih, 


- 2, u, > ” 1 ch, : 
= 201er] 7 a | m d:\ 


a—ih a—ih, 


Indem man nun auf die Integrale der rechten Seite unsern Hilfssatz 
anwendet, was für genügend große Ä,,/, erlaubt ist, findet man: 


Ay — ih, e— ) 


atihs ” 
[ 2) dz= 5 al / 


| 


n? otiß ln: . 
- d: f dz—2nıg (4,7) ) 
2 


ey 
n 


- “ 
a—ih; atihs 


a—ih, 


16* 
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BR al ih, ze de Or ip) 


a—ih, a + iho 


oder, indem man die Integrale mit gleichen Wegen zusammenfaßt : 


a+ihs es x” —ih 
/ f(2) dz= 2 ea [ (eine _ emin+ı len u 
a z—y n= 


« Z— 
a—i a—ih, / 


“ih, n 
2 (einte-D entnt en) d2 


ms 
a+ih, Y 


2a) d)}- 


Wir wollen jetzt den Nachweis führen, daß jede der drei unendlichen 
Reihen 


n z —ih 
23) M-h)=20C/ (eine -D_e-inre-D)_I2 


Z— 
a—ih, ’ 


n on tih & dz 
2) RA)= 30 Kertedeinte-d), 


atiühz vr 
(25.) b(y)= = Ei. (er p(h,y)— eln+ Sp(k,yı y)) 


für sich konvergiert; alsdann wird die vorige Formel die Gestalt annehmen: 


atih, f/, 
2) SS MP a=2c-h)-2h)-2mibl). 


Alan ih, / 


Sehr leicht gelingt dieser Nachweis für die keihe (25.). Gehen wir 
nämlich auf die in dem Hilfssatz gegebene Definition der Funktion Y zurück, 
so ist für R(y) <a durchweg p(A,y)=0. Daher konvergiert in diesem 
Fall die Reihe (25.), und zwar it P(y)=0. Für RNY)>a ist aber 


p(A,y)=e’"; da wir aber &<Za vorausgesetzt haben, so ist auch 
R()>L; also 






















ne UFER EURE IV = Era Eu 


Zusammenfassend erhält man also: 


wir ihre einzelnen Glieder mit Hilfe der Formel (5.) folgendermaßen ab: 
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B)= ECM d ea Nel). 


0 für Roy) <a, 
(lv 
(27.) nl, vo für R(y) > a. 


Um nun auch die Konvergenz der Reihe (23.) zu beweisen, schätzen 


’ # o-hnla-ih—s) — ein ı aid) 
— U, . i dı 
2—ih, —y 


#1 0 —l,(2ih—l) __pel (eih\—(6) 
un fi \ fi a+1 
( / Pe dr 


\a—ih —yl 


% ° rw . . . r 
M a) x —ılı "aRRE er (2—ı) — 0. hy 4 ıl7—.) 
= U / | . | . - dx. 
. « e—th, — yl U—ın 


a 


Was hier den ersten Quotienten unter dem Integral betrifft, so 
findet man 


MEROr EHER , - | Fr TREE 
w—ih—L _ 1+ yv—{ <1+ bosl Pa y—iI 


a—ih—rl z—ih—y| h —R(iy) 


Dieser Quotient nähert sich also mit unbegrenzt wachsendem /, dem Grenz- 
wert 1, und zwar gleichmäßig für alle x des Integrationsintervalles.. Wenn 
daher /h, hinreichend groß gewählt wird, so ist der fragliche Quotient gewiß 


® . . . y . l 1 
Im ganzen Integrationsintervall kleiner als 2. Ferner ist auch „< 


—L a—ı\ 


also folgt aus der letzten Ungleichung: 
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| u mn —ih, ie y dz 
( / (eine -D —_ e-intıe =D) _ 
TEN © ’ 
a 5 . ! rel ia) - Au +r1la-d) 
no (! i ud rn on N 16-4) dt= 2 I ‘ ’ sh e u ) 
. a—Ll a—L An An+ı 


Hier ist aber die rechte Seite das allgemeine Glied einer konver- 
genten Reihe, daher ist auch die Reihe (23.) absolut konvergent. Wir 
müssen nun aber auch noch beweisen, daß sie mit unbegrenzt wachsendem 
h, der Grenze Null zustrebt. Zu dem Ende schreiben wir sie folgendermaßen: 


\ in —il 
Asch dere ds en 
2ah)=2C, (eine 9 _. re 
N == . BR 





2 a—ih, 
8.) 
o Rn— ih, ü 5 dz 
+ > C, /[ (en tnee) _ enin+le eh) —— , 
n=N}+1 . u 4 


Die hier auftretende unendliche Summe wird nach der soeben gefundenen 
Absehätzungsformel ihrer Glieder absolut höchstens gleich 


we A, +1la— ö) 


) 20 ertn+ıla-d) 





5 - 
sen Ha —ı 


u 


=» RC rs 
a—{C Ayzı 


Die endliche Summe in (28.) schätzen wir dagegen folgendermaßen ab: 


N, aR—ih, . l | 
R; (, (e Anl:—6) — 6 kn } en n | 
u l iu 
a—ih, 
N an s 
en E; = oe Ina@-ih—) — oe inzıa@-ih—d| de 
uns” | ih, —yl 
ku > dx 
<ÜU> / (eninte=d + e-in+1@-D) Fi 
rc h, —R(iy) 





4 

2 
4 

# 
@ = 
4 
# 
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Führt man diese beiden Resultate in (28.) ein, so ergibt sich 


I 'N eo hıla—{) 26 u AN 4 ı (a -() 


(29.) ‘(-h)<s h,—R(iy) ). r re 


l An +1 


Hieraus folgt sogleich 


(30.) lim 2 (— h)=V®. 


h,= es 


Denn man kann in (29.) zuerst N so groß wählen, daß der zweite Summand 


kleiner wird als ), sodann h, so groß, daß auch der erste Summand kleiner 


) 


. € 
wird als >. 


Ganz in gleicher Weise ergibt sich nun auch die Konvergenz der 
Reihe (24.), sowie die Beziehung: 


(31.) lim 2 (h,)=0. 


=% 


Da der Ausdruck (2(- h,) von A, nicht abhängt, ebenso 42 (h,) nicht von 
h,, so erhält man jetzt aus Formel (26.), wenn man /, und /, irgendwie 
ins Unendliche wachsen läßt: 


e w.; dz= lim (2(- h)— 2) 2nib(y)) 


a hi, h=% 


= lim 22 (— h,) — lim 2 (h,) -2ai$(y) 


h=»% h=% 


=—2nı$b(y). 


Die Funktion &(y) hat dabei den in (27.) angegebenen Wert, so 
daß wir das folgende wichtige 'T'heorem erhalten: 


Theorem. Bedeutet 


fo)= 3 ne 


ni 
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eine Dirichletsche Reihe, deren Exponenten A, alle positiv sind, ıst ferner a 
ein reeller Wert im Innern der Konvergenzhalbebene, so besteht die Formel 


Fe d;_|9 , fa RN<a, 


> ni 


ro) für R (Ma. 

Dies ist nun genau die Formel, welche wir auf S. 117 oben durch glied- 
weise Integration erhielten, womit bewiesen ist, daß die gliedweise Integration 
hier in der Tat erlaubt ist. Ich bemerke noch, daß y ganz beliebig ist 
und nicht etwa der Konvergenzhalbebene anzugehören braucht. 


$ 5. 


Wählt man in dem eben bewiesenen Theorem speziell y=0, a>0, 
so kommt: 


(32) iS (Zuew)=o für 1.> 0. 


Um uns jetzt von der Einschränkung, daß die Exponenten A, schon 
vom ersten ab positiv sind, wieder zu befreien, erinnern wir an die be- 
kannte Formel 


1 ati“ 7; 

(33.) Pr] / = d:= l für A>0, a>Vy, 
die sich übrigens leicht aus (22.) gewinnen läßt. Für 4=0 konvergiert 
das betreffende Integral nicht mehr, wenigstens nicht in dem Sinn, wie wir 
es seither aufgefaßt haben. Wenn wir aber, was von jetzt ab geschehen 


soll, an Stelle der allgemeinen Definition 


atix ‚a--ih, 
(34.) I = Im / 
die speziellere 


‚satin a+tih 
(35.) Sim 
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a treten lassen, so konvergiert das Integral (33.) auch für A=0, und zu den 
l bisherigen Formeln tritt noch diese hinzu: 
3 h | / EEE a 
> (36.) Omi. 272 ur a >U. 
aim 
k Sei jetzt 
n 
 F f()= Ener: 
® n=1 


eine beliebige Dirichletsche Reihe, deren Exponenten A, natürlich wie immer 

der Größe nach geordnet sind. Dabei seien etwa die ersten r—1 Expo- 

Fi nenten negativ, sodann 4, =0, und endlich alle folgenden Exponenten positiv. 
N Dann werden wir schreiben: 


r—1 L 


f(2)= 2 wet +c+ 2 ae’. 


n—=]1l n=r+1 


1 . . . . 
Für die Integration der drei Terme auf der rechten Seite sind der 
Reihe nach die Formeln (33.), (36.), (32.) in Anwendung zu bringen, wo- 
& durch man erhält: 
© 1 arin p 5 RE 1 
5 (37.) uf “ dem z c.+ RUE 
$ 
2 Dabei ist « ein positiver Wert im Innern der Konvergenzhalbebene. Man 
| & wi n nn 
& beachte auch, daß lediglich der Exponent 4,—=0 dazu zwingt, für das In- 
E: Br a r a Ps 
EI teeral die spezielle Definition (35.) zu wählen. Tritt ein Exponent O in 
8 der Dirichletschen Reihe nicht auf, so ist ebenso gut auch die Definition (34.) 


zulässig. 
Bedeutet w eine reelle Größe, so ist auch 


IR TIRBUNE 


f(z)e”’= 55 C„e -(A„,—w): 


Nn— 
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eine Dirichletsche Reihe, und wenn man auf diese die Formel (37.) anwendet, 
so erhält man: 


f r—1 
. = Ca für I,_ı w ei In 
sahız f(@) gw: Zn 

UI = 


(38.) 





2ni / r—1 1 L 
zn P3 Cn + > Cr für w — a; 
Is=1 ad 


Dies ist nun die Aronecker-Cahensche Formel*), die damit zum ersten 
Male streng bewiesen ist; für =1 fallen auf der rechten Seite die Summen 
natürlich weg. Ähnlich wie die Koeffizienten einer Potenz- oder Fourier- 
schen Reihe aus der dargestellten Funktion mit Hilfe eines bestimmten 
Integrals berechnet werden können, so werden durch das obige Integral 
die Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe eindeutig aus der Funktion 
bestimmt. Aber auch die Exponenten A, sind durch das Integral gegeben; 
sie sind nämlich die Unstetigkeitsstellen des Integrals als Funktion von w. 
Wie Formel (38.) weiter zeigt, nimmt das Integral an besagten Unstetigkeits- 
oder Sprungstellen den arithmetischen Mittelwert zwischen rechts und links an. 

Im Anschluß an Herrn Cuhen können wir diese Resultate zu folgendem 
T'heorem formulieren: 

Theorem. Eine notwendige Bedingung dafür, daß die für Re)>I>V 
regnläre Funktion f(2) für R(e)>6 in eine Reihe der Form 


entwickelt werden kann, besteht darin, daß das Integral 


Br at 
2ni. 2 R 


a—im 


für a>oJ konvergiert, von a(>0) unabhängig ist und, wenn w eine beliebige 
reelle Zahl bedeutet, die folgenden Eigenschaften hat: 


*) Ist w nicht einem Exponenten A, gleich, so darf das Integral wieder in dem 
allgemeineren Sinn (34.) verstanden werden. Bei Kronecker und Herrn Cahen ist der 
Fall w=4, übrigens ganz außer acht gelassen. 
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1) es ıst konstant für 4,_,<w<ch,, 
2) es est gleich Null für w<A,, 


3) es hat an den Sprungstelln 4, den arithmetischen Mittelwert 


zwischen rechts und links. 

Herr Cahen hält diese Bedingung fälschlicherweise auch für hin- 
reichend. Allein sein dahin zielender Beweis in $ 11 a.a. ©. ist in mehr 
als einer Beziehung mangelhaft, und ich werde jetzt den Nachweis führen, 
daß die Bedingung des Theorems in der Tat nicht ausreicht. 


Zu dem Zweck untersuchen wir die spezielle Dirzchletsche Reihe 


(39.) (= R; ne w, 


nm] 


deren Exponenten 4, durch die Rekursionsformeln 
(40.) hı zo 1; Äon u Aan-ı + 2 , Annzı Pin | + h., 


bestimmt sind, und deren Koeffizienten die Werte 
(41.) Ge — er?n — I. Can — er u 


haben. Da wegen (40.) die Zahlen 4, mit rn unbegrenzt zunehmen, so 
handelt es sich wirklich um eine Drrichletsche Reihe, und von dieser sollen 
jetzt die folgenden Eigenschaften nachgewiesen werden: 

I. sie konvergiert für N(z)>1, divergiert für N(z)<1, 

II. die durch sie dargestellte Funktion /'(z) läßt sich eindeutig über 
die Konvergenzgerade nach links fortsetzen mindestens bis zur Geraden 
R(z)=0 und ist für N(z)>0 überall regulär, 

III. das Integral 


[ vB 


5 


a—is 


hat für «>>0, nicht bloß für @« > 1, alle in dem obigen Theorem angegebenen 
Eigenschaften. 


4° 
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Wäre nun die in besagtem 'T'heorem als notwendig erkannte Be- 
dingung wirklich auch hinreichend, so würde aus den Eigenschaften 11. 
und III. folgen, daß die Funktion F(z) sich für N (2) >0 in eine Dirichletsche 
Iteihe entwickeln läßt. Diese kann dann einerseits nicht mit der Reihe (39.) 
übereinstimmen, da letztere ja nur für N(z)>1 konvergiert, andrerseits aber 
auch nicht von (39.) verschieden sein, da sie im gemeinsamen Konvergenz- 
sebiet N(z)>1 die gleiche analytische Funktion darstellt. Unsere Annahme 
führt somit auf einen Widerspruch. 

Es handelt sich also jetzt nur noch um den Nachweis der Eigen- 
schaften 1.-III. Nun folgt aus (40.): 


iz lt, >14 Au-ı, 
und hieraus wegen A,—=1 sogleich 
(42.) hy, 4 . 2 N + 1 . 


Nach der Definition (41.) ist 


. — 19, _ 12 ra 1—: 
C„—ı0 Zzn—1! — P ?n—ı ( A 


und folglich kann für W(z)<Z1 die Reihe (39.) jedenfalls nicht konver- 
gieren, da ihre Glieder dann mit wachsendem Index nieht den Grenzwert 
Null haben. Für R(z)>1 aber ist mit Rücksicht auf (42.): 


he a —): R(:)— > erden 
ar — em RAID — THRON 


und weiter 


C > e 42 n ö = e Ian zu ia, N(2) Pe eken er m AN (2) 
u 


In 


— en MIN) Ze RO), 


Daher konvergiert die Reihe (39.) für N (z) > 1, und zwar absolut. 
Faßt man in ihr je zwei Glieder zusammen, so entsteht: 
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. L { | 
waren In y — Ayn—1 2 > —lhgn? 
Fl) Ele tut te,eae), 


EI 


oder wenn man für die Koeffizienten ihre Werte aus (41.) einsetzt: 


(43.) F( 2) m B: e *?n ı(e An < ee” 291 = j 


n=1 


Von dieser neuen Reihe kann man nun zeigen, daß sie bereits für 
N(2)>0 konvergiert. Der absolute Wert ihres allgemeinen Gliedes läßt 
sich nämlich für R(2)>0 nach Formel (5.) in folgender Weise abschätzen: 


e*Tn—1 E07 An-1: _ oe "Mm:|i< “eten -1 < (e —Ayan—ı Re) o— kan 1) 
5; R(z) 
u6 ji “ı er n-1( 1 = P -( dan — Hd en IR (:) 
Rz) ) 
= Ye) e-1(7,,— 1.) Rlz)=|2|(A.,—R,,_,)e®-. 


Nach (40.) ist dies aber gleich ar Man erhält also für den Rest 
der Reihe (43.), wenn WR (-) >O ist: 


% I n 
(44.) >» en —1 (e i dm 1°. P — 49 5 en 2 P3 4 ei % a 
n—=N-+1 = n=N-+]| n N 


Die Reihe (43.) konvergiert daher für R(z)>0, und zwar in jedem 
endlichen Gebiet gleichmäßig. Sie stellt also eine für NA(z)>0 reguläre 
analytische Funktion dar und liefert, da sie für N (z)>1 mit der Reihe (39.) 
übereinstimmt, deren analytische Fortsetzung über die Konvergenzgerade 
hinaus. Hiermit sind bereits die Behauptungen I. und II. bewiesen, 

Was nun das Integral 


ati a) . 
F (z)e”: 
/ dz 


a—i% 


betrifft, so hat es nach (38.) jedenfalls für «>1 die behaupteten Eigen- 
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schaften, weil ja F(z) für N(z)>1 in eine Dirchletsche Reihe entwickelt 
werden kann. Wir brauchen demnach nur noch zu beweisen, daß auch 
für 0O<d<1<a die Gleichung 


bb ti F z) pw: ati F z)ew: 
(45.) TER ET 


D 


b—is a—in 


statt hat. Wir betrachten zu dem Zweck das Integral 


F (z\) e": 
D C [ mer dz, 


erstreckt über die Begrenzung des Rechtecks ABC D 
(Fig. 3). Da der Integrand in dem Rechteck und 
o| 57 Ta auf seiner Begrenzung regulär ist, so hat das Integral 
den Wert Null. Die Gleichung (45.) wird daher be- 
wiesen sein, sobald wir zeigen können, daß die Inte- 
grale über die Wege AB und DU gegen Null kon- 
vergieren, wenn AB und DU sich nach unten bzw. 
oben unendlich entfernen. 

Um das Integral längs AB zu untersuchen, 
dürfen wir für F(z) die Reihe (43.) einsetzen, da diese ja für R (z) > 0 
gültig ist. Es kommt dann: 

















A B 
Fig.3 





1 


. in 2 % " 
/ F (2) e® d: — [> er?n —| (e” il), —1? - 07 Ay, . 2 dz 
AB u n. j 


AR 


» 
4 


N " 
5 x / eken —1 (e® Am)? _ ee) d: 


A 


\ L w2 
-+ / R; er?n —| (e=’2n —_1? —e tm?) ” . d # 
a TER . 


Das letzte dieser Integrale wird nun unter Berücksichtigung von (44.) 
absolut kleiner als 





» z|/\lew: 1 “| pwia (a —b) 
/ e di = — / | e”’dz|< 
“ .. N “. RB I . A 
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Die endliche Summe dagegen schätzen wir folgendermaßen ab: 


N . dz 
|s ern —1 (eA—17: — el Im:) sn} 


me 


N . ) | Rt | F2 
< >; elaNn—ı / (en) RC) a! ee Am R@)) | 


BnS AB e 


N » Ir 
— ” 
n=1 > dns 


AB 


un 2 N et2X-ı e m hi a / dz ) . 
AB e. 


Bedeutet 4 den Abstand der Seite AP von der reellen Achse, so 
ist der letzte Ausdruck kleiner als 


2 Nef2: —1g£ w— Ad er . 
[ 


Man erhält also zusammenfassend 


" F(z)e": | ’ ; BER a—b e "ialg b 
SFOR a.|<aneneatgenn 


AB 


woraus folgt, daß sich das Integral mit wachsendem / der Grenze Null 
nähert. Denn man kann zuerst N so groß wählen, daß der zweite Summand 


[2 . € 
rechts kleiner wird als ,; sodann Ah so groß, daß auch der erste Summand 


. [ € 
kleiner wird als ;. 


Die gleiche Deduktion gilt auch für das Integral längs DU, womit 
dann alles bewiesen ist, was wir behauptet hatten*). 


*) Ein weiteres Beispiel dafür, daß die Bedingungen des T'heorems nicht hin- 
reichend sind, verdanke ich einer brieflichen Mitteilung des Herrn Landau; es ist 
die Funktion 


A—- Pc EI, 


nz=1l n? 


wenn man etwa PeNE nimmt. Zum Beweis muß natürlich die Theorie der Riemann- 


schen Zetafunktion herangezogen werden. 
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Herr Cahen macht in $ 12 a.a.0. noch die folgende Bemerkung. 
Wenn a und 5 dem Innern der Konvergenzhalbebene einer Dirichletschen 


keihe /(z) angehören, und 0 <b<<a ist (Fig. 4), so ist nach (38.) 




















D_C “Tr fen. OLE 
yrwea. [Tora 
0 b |e Daraus folgt, daß / + / , wenn AB und ÜD sich 
AB CD 
unendlich entfernen, gegen Null konvergiert. Auf Grund 
A B unserer Analyse in $4 kann man aber leicht noch mehr be- 
Fig. 4 


weisen, daß nämlich jedes der beiden Integrale / “und / 
AB cD 


für sich gegen Null konvergiert, nicht bloß ihre Summe. Doch will ich von einem 
ausführlichen Beweis dieser T’atsache absehen. Herr Cahen behauptet nun 
aber weiter, weil er die Bedingung des T'heorems auf Seite 124 für hin- 
reichend hält, noch folgendes (a. a. O. $ 12): „Wenn sich f(2) für N (z) > «u 


in eine Dirichletsche heihe entwickeln läßt, und wenn außerdem / + [ gegen 
AB ch 


Null konvergiert, sowie Ab und CD sich unendlich entfernen, so konvergiert 
diese Dririchletsche Reihe auch für N (z) >Db.* Dieser Satz des Herrn 
Cahen ist dureh das Beispiel der Reihe (39.) ebenfalls als unrichtig nach- 
gewiesen. 

In $17 a.a. ©. sagt Herr Cahen weiter: „Wenn zwei Dirichletsche 
Reihen für R (z) > 0 konvergieren und beide ein Gebiet absoluter Konver- 
genz haben, so ist auch ihr Produkt eine Jirichletsche Reihe, die für 
(2) >06 konvergiert.*“ Den Beweis stützt Herr Cahen wesentlich auf den 
zuvor erwähnten unrichtigen Satz. Daß letzterer nicht genügend bewiesen, 
also zweifelhaft ist, hat kürzlich Herr Landau konstatiert”). Nachdem der 
Satz aber nunmehr direkt als falsch nachgewiesen ist, erscheint der daraus 
gefolgerte Produktsatz nur um so unsicherer. Doch gelang es mir nicht, 
ihn durch ein Beispiel vollständig zu widerlegen ”*). 


*) In der auf Seite 95 zitierten Arbeit, $ 6. 

‘ **) Inzwischen wurden nun die dahin zielenden Bemühungen des Herrn Landau 
von Erfolg gekrönt. In $ 14 seiner während des Druckes dieser Arbeit erschienenen 
Abhandlung „Beiträge zur analytischen Zahlentheorie“ (Rendiconti del circolo matematico 
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Ich bemerke zum Schluß dieser Entwicklung, daß auch das all- 
gemeinere Integral 


satin p,, 
/ [@) dz (a 0) 
zu , 


a—in 


wo u eine reelle Zahl > 1 bedeutet, nach Einsetzung der Dirschleischen 
Reihe für /(z) gliedweise ausgeführt werden darf. Der Beweis bleibt ganz 
der gleiche, wie wir ihn für «=1 durchgeführt haben.”) Dagegen ver- 
sagt unsere Methode für « <1. An Stelle des auf S. 119 unten be- 
trachteten Quotienten tritt nämlich jetzt der allgemeinere Ausdruck 


w— ih, — | 


lae—ih —yl# ’ 


und dieser bleibt für « << 1 mit wachsendem 7%, nicht endlich. Damit fällt 
der ganze Beweis, und es bleibt unentschieden, ob auch für « <1 die glied- 
weise Integration gestattet ist. 


$ 6. 


Ich wende mich nun zu einigen weiteren Formeln, die sich ebenfalls 
mit unzureichendem Beweis in der Arbeit des Herrn (’ahen finden. In $ 13 
behandelt Herr Cahen einen eigentümlichen Zusammenhang zwischen zwei 
verschiedenen Dirichletschen Reihen. 


Sind in der Reihe 


(46.) Feo)= L& o,e": 


al 


alle Exponenten 4, positiv und bezeichnet man mit 


di Palermo, tomo 26 (1908)) hat er unter Benutzung früher von ihm erlangter Teil- 
resultate den Cahenschen Produktsatz wirklich als unrichtig nachgewiesen. 

*) Für «>22 läßt sich der Beweis sogar sehr viel einfacher führen, auf Grund 
der Tatsache, daß dann das Integral absolut konvergiert, was für « <2 im allgemeinen 
nicht der Fall ist. 
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(47.) At, — log , 
den reellen lLogarithmus von A,, so wächst mit 4, auch «, monoton ins 
Unendliche und folglich ist 


(48.) (d= EZ uct= 


ebenfalls eine Dirichletsche Reihe. Unter der Voraussetzung, daß diese 
letztere nicht überall divergiert, also etwa für N(z2)>a>0 konvergiert, 
beweist Herr Cehen a. a.0. $ 13 ganz richtig, daß die Reihe (46.) mindestens 
für N(l2)>0 konvergiert. Aus der bekannten Formel 


‚ : ä m 
(49.) I (2) en R- 2) = / Te © (für Rz) >Vv) 


schließt er dann durch Summation sogleich für R(z) >a: 


BE. 


Ke)fe)=&c,/ wende 


En M 


er = ) 5 Pr Y r 
= / (2 C, en tde= of F(a)a"'de. 
0 


»==3 0 


Diese Vertauschung von Summe und Integral ist aber aus zwei 
(Gründen unstatthaft. Kirstens nämlich wegen der oberen Integrationsgrenze &, 
für welche ja die gleichmäßige Konvergenz nichts mehr nützt. Zweitens 
aber auch wegen der unteren Integrationsgrenze 0; denn die Reihe F(«) 
konvergiert im allgemeinen nur für &>0, während sie für ©=0 sehr wohl 
divergieren kann. 

Herr Cahen knüpft an seine unzureichend bewiesene Formel noch 
die folgende Bemerkung. Da das Integral 


[ Fa)a-'da 
0 
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für N(z)>a den Wert 7'(z)/(z) hat, also jedenfalls existiert, so kann /'(«) 


fir ©=0 nicht so stark unendlich werden wie wie kiein auch die 


gate) 
positive Zahl e ist; F(x) kann aber auch endlich bleiben. 
Korrekterweise müßte man jedoch gerade umgekehrt verfahren: Zu- 


erst ist direkt nachzuweisen, daß (x) für @=0 von geringerem Grad un- 


endlich wird wie Zr: und daraus folgt dann erst, daß das fragliche Integral 


mit der unteren Grenze 0 überhaupt einen Sinn hat. 
Ich schicke folgenden Hilfssatz voraus: 


Hilfssatz: 


Sind i,a,b positive Zahlen, so besteht die Ungleichung 


» ST . 
(50.) / ya! 1% hu du < N & T («) 


« be 
(3) 
Beweis: Bedeutet 5 eine positive Zahl, kleiner als b, so ist 


7 +7 
/ ya eu du Bu / pup ya! e"P-PAu du 


2 4 


+ wr 


u E -AR / ya! ge" —- A)u du ER „Bier / ya! ge % - A) u du 
N Ö 
ii A ns (a) 
(b — B)" y 


= e 


Wählt man speziell > rn 


‚ so entsteht hieraus die gewünschte Ungleichung. 
Wir nehmen jetzt an, die Reihe (48.) sei für N()>a>0 kon- 


vergent.*) Bedeutet dann e eine beliebig kleine positive Zahl und setzt man 


N 
(51.) Ee,emedl, G=0, 


s==1 


*) Damit soll nicht gesagt sein, daß die Reihe für N (z) <a divergiert. Liegt 
die Konvergenzgerade nicht links von der imaginären Achse, so kann a auf der Kon- 
vergenzgeraden angenommen werden. Andernfalls muß « rechts von ihr liegen, da in 
den folgenden Ausführungen a nicht negativ sein kann. 


18% 
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so ist 
(52.) IC,I<C, 


wo C© von N unabhängig ist (nicht aber von e). 

Um jetzt die Konvergenz der Reihe (46.) zu untersuchen und zugleich 
ihren Rest passend abzuschätzen, seien N und M beliebige Indizes und 
M1>N7>0. Dann ist für reelle positive «: 


M M n 
BP} B en D — P) 6; e#n (ate) Ir en x 
n=N +1 n=N-+1 


M 
— R3 (C, za Gans Jast* en 5 


n=N-+1 


nn , ' (ygatre „A, * a+te „4 x Hate. x Y are. x 
= 3 (are * Ale a4) — Upiyrie ne + Unhöirie EN; 


nn \ n 


also mit Rücksicht auf (52.): 


M M 
' n ui . a 
| Er <C zZ tr ae. 
n—=N-+I n=N-+l1 





(53.) 


+Crsttetanrı= + Cats eta+ız, 


Nun ist aber, da wir «>> 0 vorausgesetzt haben, 


A 


du 


4, 

+1 l atEep=ux 

5 nd du e 

„trte Aa — Mite nt —| / ( an) 
kn 


Zu+1 j 
=// ur teten lats— au) dul 
An 


n+1 e An+i ? 
uetre-I.-ue Ju +ef wre du. 


In 


A 
<(ate) / 
i 
Daher durch Summation nach »: 


a re an? on 1“ t eo” An+1 = 
- - n+1" 
n—=N+1 
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Ayyi Ay +1 
<l(a+te) } uetre-toru dur / a u 


IN+1 Ay+1 


Hier wird aber die rechte Seite noch vergrößert, wenn die obere 
Grenze der Integrale ins Unendliche gerückt wird. Unter Anwendung der 
Formel (50.) erhält man dann: 


Bin ar EN 1, :» I(a+te+l) 


‘G )" € A ar. 3 H£+l 
2 


= I(a+e +2) 


— Se 'x+1: . 


2 


Führt man dies in (53.) ein, so kommt schließlich 


M ’ . ’ zZ rl’ Ad Pa he 
3 „el <Itent: a - 
er n—=N-+l1 (2 ) 
(54.) 2 
+ Ca er + Cie turız, 


Da die rechte Seite mit wachsendem N unter jede Grenze sinkt, wie 
stark auch gleichzeitig N/ wächst, so folgt, daß die Reihe 


(46.) | Fe)= 8 c,e in: 


nz=1 


für reelle positive Werte der Variabeln = konvergiert. Als Dirichletsche 
lteihe konvergiert sie daher mindestens für N (z) > 0. 
Aus (54.) folgt für im M = x: 


(55.) | ce <Zle's+t1; Ilete+]) + Gate ein + 12, 


ae N+ıt 
n<N+1 z a+E 
2 
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und daher speziell für N= 0: 


(56)  IF@|<3Cern3 FUtEHED Lorgereerne, 


(7 


Daraus geht sogleich hervor, daß das Integral 
/ F (a) &"'da 
0 


für Re) Date existiert, selbst wenn die Reihe F (a) für «=0 gar nicht 
mehr konvergeert. 


Aus der für R(z) >0 giltigen Formel 
(49.) l'(z) en’— Se en" dx 


folgt durch Summation nach x: 


N N RE TER 
I’) Ze, tm Dec, / et it der 
n—1 a==1 0 
4 N 
= / Sc en? )ar-!de 
n=1l 
0 
»& & 
N / (Fa a > ehr )ar-'de. 
« n=N+I 


Für R(z)>a+e kann man statt dessen schreiben: 


N . 
n—1 —=N+ 


Das letzte dieser Integrale erweist sich aber, wenn man den In- 
tegranden nach Formel (55.) abschätzt, als absolut nicht größer als 
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SU (a+e-+1)2°* / era RO Ta—eigg 


0 


Rn 
+ / er rtgre-idz 


MRC)-a—e) 


=3Ul (a+e+1)2"r° er 
3 


es sinkt also mit wachsendem N unter jede Grenze. Daher folgt 


N ER a 
’(e)lim &c,e "== / Fla)a'de, 
Neo n=l r 
oder, was wegen (48.) dasselbe ist: 
(57.) Sf) = / Fla)a-'da. 
0 


Diese Formel gilt nun für N(z)>a+e; da aber « beliebig klein sein darf, 
so gilt sie jedenfalls für N(z)>a, womit die Formel des Herrn Ca«hen in 
aller Strenge bewiesen ist. 

Die Gleichung (57.) läßt sich leicht etwas verallgemeinern. Bedeutet 
nämlich » eine positive Zahl, und setzt man 37 an Stelle von A,, so kommt 


oder, was dasselbe sagt: 
N:)/frvd)= f ( z ee ) 'dı. 


Dies gilt für R(v:)>a, da ja die Reihe /(vz) für R(v:)>a>0 


konvergiert. Setzt man - an Stelle von z, so kommt schließlich 
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(68.) !EUO-S (Euer )ar da, 
0 260 


eine Formel, die wieder für N (2) >a gilt. Dies ist die gesuchte Ver- 
allgemeinerung von (57.). 
Ein spezieller Fall der Gleichung (58.) spielt in der Theorie der 
Itiemannschen Zetafunktion eine Rolle, wozu indes folgendes zu bemerken ist. 
Setzt man c„=1, A,=n, so wird 


(O)= 3 —=t@). 


n—1i 


Da diese Reihe für N (z) > 1 konvergiert, so ergibt die Formel (58.) 
für v=2: 


(59.) "(5 ): (2)= F ( \ a "da, R@O)1) 


Riemann und seine Nachfolger gewinnen diese Formel lediglich durch 
unendliche Summation aus der Gleichung 


und benutzen später zur Umgestaltung des Integrals (59.) die 'I'rans- 
formationsformel 













(60.) Fer =- 45227). 


n 





Diese müßte indes schon viel früher herangezogen werden. Denn 
bei dem Integral (59.) liegt gerade der Fall vor, daß die in dem In- 
tegranden auftretende Summe 





(61.) Fe 


n=1 
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an der unteren Integrationsgrenze «=() nieht mehr konvergiert. Die Existenz 
des Integrals (59.) für N(z)>1 kann dann mangels der allgemeinen 
Methode, die ich in diesem Paragraphen auseinandersetzte, überhaupt nur 
mittels der Formel (60.) nachgewiesen werden, welche eben zeigt, daß die 


j ' 1 er 
Summe (61.) für <=0 nur so stark unendlich wird wie Vz’ Die 'Trans- 
PN 


formationsformel (60.) müßte also bereits an einer früheren Stelle benutzt 
werden, als dies durchweg geschieht, nämlich schon zum Dewers der 
Gleichung (59.), nieht erst zu deren weiterer Umformung. 

Das gleiche gilt auch von den entsprechenden Entwicklungen, welche 
in den Arbeiten über allgemeinere Zetafunktionen von Lipschitz*), Epstein”*), 
Herglotz””) vorkommen. 


$ 7. 


Herr Cahen gelangt in $ 16 a.a. O. zu der Formel 
j . 1 bs tin ’ 
(62.) F (%) mi / 1 ($)flz)r” dz, (für  >>a) 


welche gewissermaßen die Umkehrung von (57.) ist, indem F(2), /(z),« 
die gleiche Bedeutung haben wie im vorigen Paragraphen. 
Er geht dabei aus von der bekannten Gleichung 


(63.) ru: / ö l’()a”:dz, 


wo für die Definition des Integrals die Formel (34.) gewählt werden darf 
(S. 122). Setzt man 4,x an Stelle von x, so kommt 


Ab +im 
(64.) ein: — rn / T'(z)e"t"’2”*dz. 


*) Untersuchungen der Eigenschaften einer Gattung von unendlichen Reihen, $ 2. 
Dieses Journal, Bd. 105. 
**, Zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen, $1. Math. Annal., Bd. 56. 
**) Über die analytische Fortsetzung gewisser Dirichletscher Reihen, $ 2. Math. 
Annal., Bd. 61. 


Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 2. 19 
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Durch unendliche Summation entsteht hieraus die gewünschte 
Gleichung, sofern auf der rechten Seite die Vertauschung von Summe und 
Integral gestattet ist. Da Herr Cahen aber die wegen der unendlichen 
länge des Integrationsweges wieder durchaus notwendige Begründung dieser 
Vertauschung unterläßt, so ist sein Beweis wiederum nicht einwandfrei. 

Bekanntlich gilt die Formel (63.) und folglich auch (64.) für alle 
komplexen Werte von © mit positiv reellem Teil, und zwar ist unter x” der 
Wert e”*"®* zu verstehen, wo der imaginäre Teil von log.x zwischen 
— und + 3 liegt. Im selben Umfang wollen wir jetzt auch die Gültig- 


keit von (62.) nachweisen. 
Man erhält aus (64.): 


3m / 


b—1% 


PR WrFE u. r a. Pr 
/ AUO)-,2 A er dz. 


N+l 


Hieraus folgt aber sofort die gewünschte Gleichung (62.), sobald es 
gelingt zu beweisen, daß das Integral 


(65.) / Sl F; oe en aid: 


existiert und mit wachsendem N dem Grenzwert Null zustrebt. 

Nach Voraussetzung ist 5>a, und die Reihe /(z) konvergiert für 
(2) >a. Bedeutet also { eine reelle Zahl zwischen a und db, so kon- 
vergiert die Reihe /({). Daher ist 


N 
N . r > N ji” —ö Lj r Lj 
2 02€ =ll<0, 
nn = 


wo ( von ‚V nicht abhängt. Durch partielle Summation folgt für R (z) >T: 
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x — z . Url. ar Unli—L) 
E oem 2 oo erhermei 
n=N+1 n=N+1 


on ’. PR WE 
an = 2 ( n (e” Unlz—G)__ ee” Mn+1 (:— »)) a2 E e” uUn+ı@ co) 
n=N+l1 


Also, wenn man die Glieder der Summe nach Formel (5.) abschätzt: 


en 2 —t IE: 26: 
| I ge ei<Ü - -eTun +1 Rad) L (er ensıRe— 
n—=N +1 le L) 


Längs des Integrationsweges des Integrals (65.) ist nun 
Ne) —=5b>L, also zufolge der eben bewiesenen Ungleichung auch: 


“ 
DO — 
I) ED 


G| oe” UN } 1 b-,) 


FT | 
2 er Dil me 5 


lee +1 


Daher existiert gewiß daß Integral (65.) und ist absolut kleiner als 


I! M FL 
u \, UN —£) . . zu tb iu) ig. . Be; 
(66.) en A N+1 / ICb-+em)a (b+u du, 
E —% 
sofern nur dieses letzte Integral, welches von N micht mehr abhängt, kon- 
vergeert. Dies ist aber wirklich der Fall. Denn erstens beweist man leicht 


die Ungleichung: ”) 
IPb+m|<(b+]u|)P 2er", 


wo $ von « nicht abhängt. 
Zweitens ist, wenn «—|r|e'” gesetzt wird: 


en FR w „& « - Bu‘ « N 
x ( + . — | ! eu en le] } e ru E 


Dabei bedeutet «9 den imaginären Teil von log, so daß nach Voraus- 


setzung —  <9<) ist. 


—_ -_ 


*) Vgl. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, Leipzig 1906; 8. 97. 
19* 
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Drittens ist auch 


+. —E<db-+|ul. 
Zusammenfassend erhält man also: 
IH) ar Ib +Hiu I <(d+|uf)"* arte )Iul.c, 


Dieser letzte Ausdruck ist aber wegen = 


+co integrierbar; also ist es auch der erste, womit gezeigt ist, daß das in 
(66.) auftretende Integral konvergiert. Ist 42 sein Wert, so existiert also 
auch das Integral (65.) und ist absolut kleiner als 


—- 13 >0 von uv=— oo bis 


en. ERHO-IN, 


—: 


Da dieser Ausdruck mit wachsendem N unter jede Grenze sinkt, 
weil ja (2 von N nicht abhängt, so ist damit unser Beweis der Formel 
(62.) beendet. 

Ich möchte zum Schluß bemerken, daß wir die Gleichung (62.) für 
alle komplexen x bewiesen haben, deren reeller Teil positiv ist. In der 
inversen Formel (57.) dagegen kommen nur reelle positive x in Frage. 
Dieser Gegensatz verschwindet, wenn man bemerkt,- daß das in (57.) auf- 
tretende Integral statt längs der reellen positiven Achse ebenso gut längs 
eines beliebigen anderen vom Nullpunkt auslaufenden Strahles geführt werden 


darf, der mit der positiven Achse einen Winkel kleiner als z bildet. Mit 


ui 


anderen Worten, es gilt auch die Formel: 


I 


(573.) NJfd=f Fade 


a . ZU IT . . 
für alle 9 zwischen — „ und + „, die Grenzen ausgeschlossen. Der Beweis 


ergibt sich ganz wie im vorigen Paragraphen, wenn man bedenkt, daß für 
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das Integral (49.), welches die Gammafunktion darstellt, bekanntlich dieser 
Integrationsweg zulässig ist. Bei der unendlichen Summation macht dann 
namentlich wieder das Verhalten von F(x) Schwierigkeit, wenn sich x längs 
dieses Strahles dem Nullpunkt nähert. Doch läßt sich dies Verhalten ganz 
analog bestimmen, wie wir es S. 134f. für die reelle Achse getan haben, 
woraus dann leicht die gewünschte Formel (57:.) folgt. 


Nachtrag. Während des Druckes dieser Arbeit erschienen zwei kleine 
Noten des Herrn .J. Hadamard, die sich mit dem in $ 4 und 5 behandelten 
Gegenstand befassen*). Da Herr Aadamard daselbst einleitend behauptet, 
man könne die Lücken der Cahenschen Beweisführung ganz leicht beseitigen 
und die Cahenschen Bedingungen dahin ergänzen, daß sie wirklich notwendig 
und hinreichend seien, so scheint es, als ob er auf wenigen Seiten weit 
über meine Resultate hinauskommt. Aber dem ist nicht so; denn Herr 
Hadamard macht alsbald die sehr weitgehende, weder von Herrn Cahen 


. \ u j loen . 
noch von mir gemachte Einschränkung, daß der Quotient > einen end- 


n 


lichen oberen Limes hat. Nur unter dieser Voraussetzung, durch welche 
beispielsweise auch die Existenz einer absoluten Konvergenzhalbebene 
involviert wird, gelingt es ihm, die oben gefundenen Eigenschaften des Integrals 


a+ix , z 
ı f* Kacwja 
2rmi ie 2 


h n—1 m 
a—ı% 


nachzuweisen. Was dann die verbesserten notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen betrifft, die übrigens, nachdem sie in der zweiten Note wegen 
eines vorher begangenen Fehlers nochmals eine Ergänzung erfahren mußten, 
fast auf eine Tlautologie hinauslaufen, so gelten sie natürlich auch nur unter 
der gleichen Einschränkung. Für die allgemeinen Dirichletschen Reihen 
dagegen wird durch die Hadamardsche Analyse absolut nichts gewonnen. 


*) „Sur les series de Dirichlet“, und: „Rectification a la note ‚sur les series de 
Dirichlet‘*. Rendiconti del eircolo matematico di Palermo, Bd. 25 (1908). 
I 











Über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Koeffizienten. 


Zusatz zu den Abhandlungen des Verfassers in den Bänden 123 und 126 dieses Journals. 
Von Herrn /. W. Thome in Greifswald. 


Es werden Einschränkungen, welche bei der Zerlegung eines homogenen linearen 
Differentialausdruckes mit algebraischen Koeffizienten in Abhandlung Bd. 123 gemacht 
waren, hier beseitigt. Dabei kommt die Arbeit in Bd. 126 über algebraische Funktionen 
in Betracht. 

® 

In Bd. 123 8.65 Z. 1 von unten werde statt „ce eine Konstante“ die Verallge- 
meinerung gesetzt: „ce ein ganzer rationaler Ausdruck von s höchstens (o—2)-ten Grades 
mit konstanten Koeflizienten“. Hierbei bleibt das S. 73 Gesagte bestehen. (S. 72 2.7 
von unten ist vor „der Koeffizient «,“ einzuschieben „bei A>>1“). Bei Bestimmung der 
determinierenden Faktoren wird der nach Nr. 6 II CÜ zu ermittelnde Teil dann voll- 
ständig bestimmt. 

2. 

Es wird nun weiter vorausgesetzt, daß die in Abh. Bd. 123 in den Koeffizienten 
der Differentialgleichung vorkommende algebraische Funktion s eine Kroneckersche Funktion 
ist, über welche die Abhandlung des Verfassers in Bd. 126 handelt, d. h. eine ganze 
algebraische Funktion, bei welcher der außerwesentliche Teiler der Diskriminante das 
(Juadrat eines Polynoms ist mit Linearfaktoren, die untereinander und von denen des 
wesentlichen Teilers verschieden sind. Bei z#=o0 erfülle diese Funktion s folgende 
Bedingung. Wenn «=t1'!, s!=s' gesetzt ist nach den Angaben in Abh. Bd. 123 S. 76, 
so sollen die bei *=0 endlichen Zweige von s entweder für £=0 untereinander ver- 
schieden sein oder die Bd. 123 S. 72 angegebene Bedingung erfüllen. 

Man kann nach dem in Abh. Bd. 126 S. 69 Gesagten voraussetzen, daß eine 
solche algebraische Funktion s in die Koeffizienten der Differentialgleichung eingeführt 
sei. Bei Bestimmung der determinierenden Faktoren wird der bei @—=oo nach Abh. 
Bd. 123 Nr. 6 III zu ermittelnde Teil jetzt eindeutig erhalten. Es ist dann noch die am 
Schluß von Nr. 6 III angegebene Bedingung zu erfüllen. 

In dem Falle s®— P(x) =0, wo P(x) ein Polynom von x mit einfachen Linear- 
[aktoren ist, hat s die angegebene Eigenschaft, und es ist der in Abh. Bd. 123 S. 76 
aufgestellte für die Regularität der linearen Differentialgleichung hinreichende Typus 
nach dem dort 8. 79, SO Gesagten zugleich dafür notwendig. 














Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
Nachtrag zu früheren Abhandlungen des Verfassers. 


Von Herrn L. W. Thome in Greifswald. 


Die früher in diesem Journal vorgetragene Theorie wird in Nach- 
stehendem vervollständigt. In den Koeffizienten der linearen Differential- 
gleichung soll rational neben der unabhängigen Variablen eine Aroneckersche 
ganze algebraische Funktion vorkommen (siehe die vorhergehende Arbeit). 
Nun wird in Nr. 1 der allgemeinste Typus eines regulären linearen Differential- 
ausdruckes aufgestellt. Alsdann enthält Nr. 2 die Zerlegung eines homogenen 
linearen Differentialausdruckes mit Koeffizienten der genannten Art in ein 
System, dessen erster Bestandteil ein regulärer Differentialausdruck von all- 
gemeinstem Typus ist. Hierin liegt die Verallgemeinerung der in der Ab- 
handlung des Verfassers in Band 123 Nr. 7 angestellten Untersuchungen. 
Im Anschluß daran stehen in Nr. 3 und Nr. 4 weitere Bemerkungen zur Inte- 
gration von einzelnen und von simultanen linearen Differentialgleichungen. 


. 
Der allgemeinste Typus eınes reqularen Differentialausdruckes. 
Der Differentialausdruck 7, (y, s, ©) ist 


dRy am-iy 
(1.) da” + Pı Tate td Y. 


Die Koeffizienten » haben die Form 


HG, «) 
(2.) | Pa K,(@) ’ 
| H (s,2)= H,(@&)s’ "+ H.(a)s’ + 
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worin die H(x)und X(x)ganze rationale Funktionen von x ohne gemeinsamen 
Teiler sind, s eine Äroneckersche ganze algebraische Funktion aus einer 
irreduktiblen Gleichung o-ten Grades ist (siehe Abh. Bd. 126 dieses Journals 
und die hier vorhergehende Arbeit). Der außerwesentliche Teiler der Dis- 
kriminante von s ist das Quadrat eines Polynoms 


(3.) D(a)=(&® —b,) (0 —b,).-(a—b,), 


dessen Linearfaktoren untereinander und von denen des wesentlichen Teeilers 
verschieden sind. Bei einem Punkte x = 5 (3.) sind die o Zweige von 5,5, 
bis s, einwertig; dieselben nehmen in = bezüglich die Werte S,, >, bis S, 
an, von denen , bis S,_, untereinander verschieden sind, S,_,=N,; 


er a ist verschieden von (= ), 


=b 

Ein „im Bereiche von s regulärer linearer Differentialausdruck“ ist 
in Abh. Bd. 123 Nr. 2 definiert. An die dort gegebenen Untersuchungen 
schließt sich das Folgende an, um den allgemeinsten im Bereiche von s 
regulären Differentialausdruck (1.) zu bilden. 

I. Zufolge der Resultate in Nr.2I und Il a.a. ©. ist bei einem Punkte, 
in welchem die Diskriminante von s nicht verschwindet (a. a. ©. II A.), oder in 
welchem der wesentliche Teiler der Diskriminante verschwindet (a. a. O. II B.) 
für die Regularität von (1.) notwendig und hinreichend, daß in p, der 
Nenner Ä,(x) höchstens in a-ter Ordnung Null wird. 

Es ist nun der Ausdruck von p, bei einem Punkte x=Öb zu ermitteln, 
in welchem der außerwesentliche Teiler der Diskriminante verschwindet. 

p, sei der Ausdruck (2.), A, @)= (x —b“ K, (2), K,(b) von Null ver- 
schieden. p, soll bei allen o-Zweigen von s in «= höchstens in a-ter Ord- 
nung unendlich werden. Es sei »,>a, dann muß A, (s, x),-, verschwinden. 
/I,(s,b) ist ein Polynom von s höchstens (o—1)-ten Grades, welches für 
ss, bis S,_1,S,_ı=, verschwindet, daher wenn ' 


(4.) (s—S,)(s— 85)... (8 —-8,_)=f(S) 
gesetzt wird, so wird 


(9.) H, (5, b) = hi (8); 

















Thome, zur Theorie der linearen Difjerentialgleichungen. 


wo k eine Konstante. Dann hat 


dH,(s,b) ds 


6. 
( ) ds dx 

für s=s,_, und s=s, in =D zwei verschiedene Werte, daher kann r, nicht 
größer als a-+l1 sein. 


II. Nun seien bei dem Punkte 2=Öd, (3.) die Werte von s durch 


Sa Say Seo Sa,o—ı=,. bezeichnet und 


7) @-8,)6-89)--6-8,.-)=f.@) 


gesetzt. Es wird der Ausdruck 


(8.) Caıfı(s) $ Ca2fs (5) + ... + > .. P,; (5, x) 


z—b, | 0—b, 
gebildet, wo die ce Konstanten, und es sei 


9.) ya)=(@-4)a@—- a) (a—a,), 


wo die a beliebige untereinander verschiedene Punkte sind. Dann folgt 
aus I, daß p, die Form hat 


P,(s,®) 


0. (), (8,8) 
NT (Dia) 


er war? 


+ 


wo Q,(s,x) ein ganzer rationaler Ausdruck von s und x in bezug auf s 
höchstens (o — 1)-ten Grades, während über den Grad von x folgendes gilt. 
In (10.) sei alles auf denselben Nenner gebracht; 


— H,(@@)s’-'+H,(@)®’=°+---+H, («) 
(11). pr=- Ka) ; 


wobei gemeinsame Faktoren in x in Zähler und Nenner vorkommen dürfen. 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 2. 20 
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Die algebraische Funktion s soll bei =» die Eigenschaft haben (s. die 
vorhergehende Arbeit), daß, wenn 2=t', st=s’ gesetzt wird, nach den 
Angaben in Abh. Bd. 123 Nr. 2 I, die o endlichen Zweige von s’ bei !=0 
entweder untereinander verschieden sind oder die Beschaffenheit haben, wie 
die Zweige von s bei einem Punkte im Endlichen, in welchem der wesent- 
liche Teiler der Diskriminante von s verschwindet. Dann folgt aus dem 
a.2.0. Nr. 2I und II Ü. Gesagten für die Regularität von (1.) bei =» 
als notwendig und hinreichend, daß in (11.) der Grad von A, (x). -» 
wenigstens um a niedriger ist als der des Nenners A(z). Aus dem a.a. 0. 


II ©. Gesagten folgt nämlich bei «=11', daß, wenn in I, s=s't', die 


gemeinsame Potenz von £ in Zähler und Nenner weggehoben ist, alsdann { 
höchstens in der Potenz a im Nenner vorkommt. 


Nun sei 
( _ (Ps) D())(wle)” + Ras, 2)(D(a)) +! 
(12.) Pı> D(«) (D(@) w(a))" 
und 
(13.) u+(u+n)a—l(o-4)—-a=k, 


gesetzt. Wenn sich in (P,(s,2) D(x)) (w(x))‘, worin die c,, noch unbestimmt 
sind, der Grad des Faktors von s’”*, der höchstens u— 1+ na ist, größer als 
k, ergibt, so sind in dem Zähler in (12.) in dem Faktor von s’-* so viele 
Koeffizienten der Potenzen von x sukzessive gleich Null zu setzen, bis der 
Grad dieses Faktors gleich oder kleiner als k, wird (bei k,<<0 verschwindet 
dieser Faktor). Das gibt, wenn u(a+1)— 1>>%; ist, Bedingungsgleichungen 
unter den c,„(g=1,... u), in welchen dieselben linear und homogen auftreten. 
Kommt ein außerwesentlicher Teiler der Diskriminante nicht vor, so fällt in 
(10.) P,(s,2):(D(x))' weg. Für den Fall, daß dieser Teiler vorkommt, ist 
ein Beispiel eines regulären Differentialausdrucks, worin der Ausdruck (8.) 
nicht verschwindet, in Abh. Bd. 123 Nr. 2 (11.) gegeben. Die algebraische 


Funktion s=V (x), wo P(x) ein Polynom mit untereinander verschiedenen 
Linearfaktoren ist, stellt eine hier behandelte Aroneckersche algebraische 
Funktion vor, bei welcher die Diskriminante keinen außerwesentlichen 
Teiler hat. 
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2. 


Zerlegung eines homogenen linearen Differentialuusdruckes in ein System, dessen 
erster Bestandteil ein regulärer Differentialausdruck von allgemeinstem Typus ist. 


Diese Untersuchung besteht in einer Verallgemeinerung des in Abh. 
Bd. 123 Nr. 7 gegebenen Verfahrens und wird hier in der Weise dargestellt, 
daß auf die a. a.O. gegebenen Nummern von Formeln durch Zusetzen von 
Strichen hingewiesen wird. 

Die in den Koeffizienten des homogenen linearen Differentialausdruckes 
F,(y,s,2) von der Form Nr. 1 (1.) vorkommende ganze algebraische Funktion s 
ist also jetzt eine Kroneckersche, welche bei =» sich, wie in Nr. 1 nach 
(11.) angegeben ist, verhält. Für die Zerlegung von F', (y, s,x) in das System 


(1’.) FW )=y',f(y',s,%) 


soll nun hier vorausgesetzt werden, daß der im Bereiche von s reguläre 
Differentialausdruck F,_,(y,s,x) dem allgemeinsten Typus angehört, wie 
derselbe in Nr. 1 angegeben ist. 

Zu a.2.0.IA): F,„(y,s,x) habe im Endlichen # singuläre Punkte. 
Dies sind die Punkte, in denen die Diskriminante von s verschwindet, 
außerdem möglicherweise noch andere Punkte. (x) Nr. 1 (3.) ist das Polynom, 
dessen Quadrat der außerwesentliche Teiler der Diskriminante ist. D,(«) 
sei das Polynom von x mit dem Koeffizienten der höchsten Potenz gleich 1 
des wesentlichen Teilers der Diskriminante. D,; (x) sei das Polynom von x 
mit dem Koeffizienten der höchsten Potenz gleich 1 und untereinander ver- 
schiedenen Linearfaktoren, welches in den anderen Punkten verschwindet, 
in welchen die rationalen Ausdrücke in x in den Koeffizienten von F', (y, s, x) 
unendlich werden. Kommt eines dieser Polynome nicht vor, so ist das be- 
treffende D gleich 1 zu setzen. Dann sei 


Da)D,)D@)=Y(«), 


(1.) | 
p(&)= (x —a,) (d—a,)--(X—a,) 

gesetzt. F„_.(y,s,x%) habe im Endlichen noch z (20) singuläre Punkte 
A,,ı bis a,,,, in denen die Diskriminante von s nicht verschwindet, und 
welche in F,(y,s,x) nicht vorkommen, und es sei das Produkt 
20* 
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(2.) (© - 4,41) (a — —A,42)" -(d— Ay4a) = x(@) 


gesetzt (bei z=0,7(x)=1), dann sei 
(3.) va)=p(a)y). 
Der Koeffizient vonf 2 stand in F„_:(y,s,x) werde durch p” be- 


zeichnet. Nach Nr. 1 (8.), (9.), (10.) hat »® die Form 


P (5, %) dı (8; x) 
(k) ee! — —_ 
(4.) 2» =— Pe (a) ° 


Zunächst wird P,(s,x) bestimmt. 5, sei ein Punkt aus Nr. 1 (3.), 


. D (x) — (x mon b,) D, (2), 
6) | I 
y(a)=(a—b,)W,(k). 


Dann erfolgt aus (4.) 


k P (8, ©) I, (5, «) 
| RE SU WER. ut.) 
(6.) re = ei u 


Hieraus ergibt sich, da (s,_ em, (&o)eeı 


7) [a BdPP nd [ad PR Cie, = 


y 


dx da)e=ı, 


Ge (“fe (s) [= . ds, | 
D, (b,) ds 0,0—1 


ls wird die formelle Entwicklung von p®(s,_,,2) und p®(s,, x) bei 
«=b, aufgestellt, wie a. a. OÖ. bei (15.) angegeben ist, und durch (7.) C, be- 
stimmt. Dies sei für e=1 bis « vollzogen und damit ?, (s, x) ermittelt. 
Nun ist 


(2) F6,2) w(@) +Q,6,2) D(a) _*7 a (Je + A, (a) + A w) 
D(x) w (x) a1 D(z) w(x) 
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Gemäß dem in Nr. 1 nach (11.) Gesagten ergibt sich, wenn der 
Koeffizient von s’”* in /,(s) durch k,,,_, bezeichnet wird, 


’ TE a 
(3.) D(«) ıp(z) a = z—(ı 


U 0-1 
7 ze D, (b,) (26) 

Nun sind die möglichen Werte der Konstanten «,, bei den singulären 
Punkten a,(a=1,...z) von F,(y,s,x) zu ermitteln. Bei einem Punkte «,, 
in welchem ),(x) verschwindet, geschieht die Bestimmung von «,,, wie 
a. a. 0. I Aa) angegeben ist, bei einem Punkte «,, in welchem 7), («) gleich 
Null ist, nach den Angaben a.a. 0. ITAbe). Es ist nun der Fall zu be- 
handeln, daß «a, ein Punkt ist, in dem D (x) verschwindet, «,—=Öb,. Das Ver- 
fahren entspricht dem von IAb/) a.a.O. Aus (4.), (2) und (3'.) folgt 


(X 2 b,) pi” (S, «) = 018°" +0.25° tet lo 


u 1 2 a En... fo (8) , 
+( ,) (5,4 + D, (b,) 2 — bo 


(8) 


Hier wird s=s, bis s,_, gesetzt, dann @©=b,. Daraus gehen ent- 
sprechend dem a. a. 0. bei (15.) Gesagten o— 1 Gleichungen hervor. Die 
o-te Gleichung erfolgt gleichfalls nach dem a. a. Ö. Bemerkten, wenn dort in 
(15.) rechts hinzuaddiert wird 


er cı [| d fe (ss-ı) d fe (s,) \ 
(15.) erurr 3 ea ‘ 
0 (b,) { i ei e z=b, 


Aus diesen o linearen Gleichungen werden die Konstanten «,, bis «,, be- 
stimmt. 

Zu a.a.O.IB): Es ist nun eine Gleichung in x zu ermitteln, deren 
Wurzeln die in F,_,(y,s, x) neu hinzutretenden singulären Punkte «a, ,, bis 
@,y, Sind. Dazu ist, a. a. O. (20.), ' 


(20'.) Sıp® (51,2) 


zu betrachten. In der Formel a. a. O. (20.) ist gemäß (4.), (2'.), (3'.) rechts 
zuzuaddieren: 
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" 4 - cı f; (s}) 
20”,) Si, ä 





Dies ist eine rationale Funktion von x. Dieselbe wird in den 
ganzen und echt gebrochenen Teil zerlegt. Alsdann ist der echt gebrochene 
Teil mit x multipliziert in der Formel a. a. OÖ. (23.) links zu subtrahieren. 
Das Weitere in a. a. O. IBb) und ec) bleibt unverändert. 

Zu a.a. 0. IC): Die vollständige Bestimmung von 


2 (8,2), a=1,..m—k). 


Es ist gemäß Nr. 1 (10.) und Nr. 2 (3.) 


P; (8,2) 


RG) | GG) 
(D (@))' 


(k) Fi I ei oh 
(8.) Pa (s,2)= y (w (z))" ’ 


woraus 


on (A&@) D@@)(D,@) D,@)x) + Q&&,) Di) 
ER a D(a) (wa) | 


Dadurch wird 


IP) Pay @)=L6®, 


10. 
.. | L,(,2) = (P,(s,%) De&)) (D,@&) DD) + Q,Cs,®) Da). 


Es werde 
(30'.) L., (5, xt) . A, () s° m + . I (x) s” = + Pe + Ass (X) 
gesetzt. Der höchste zulässige Grad von x in A,,(x) ist nach dem in Nr. 1 


nach (11.) Bemerkten: «+(2+z)a—/(o—4)—a. Nun erhält L,(s,x) bei 
dem a. a. 0. IC) genannten Punkte «= A die Form 


(31'.) ku(s)+ kl) (a A)+ ++ Kl) (a A), 


wo die k Polynome von s höchstens (o— 1)-ten Grades mit zu bestimmenden 
konstanten Koeffizienten sind, der höchste zulässige Grad » bekannt ist. 
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Die Bestimmung der k(s) geschieht, wie a. a. OÖ. IC a) und b) angegeben ist. 
Nachdem die Entwicklung (31'.) ermittelt ist, wird dieselbe auf die Form 
(30'.) gebracht. Dann ist zu prüfen, ob die angegebene Bedingung für den 
Grad in A,(z) erfüllt ist (a. a. ©. ICe.)). 


Jetzt ist aber hier noch zuzusehen, ob der ermittelte in s und x rationale 
Ausdruck für p®(s,x) in den Punkten, in denen D(x)=0 ist, höchstens in 
a-ter Ordnung unendlich wird, also nach Nr. 1, ob p\(s,x) auf die Form 
Nr. 1 (10.) gebracht werden kann. 


In /, (5,2) (30'.) wird x= 5, gesetzt, dann muß sich gemäß (10.) ergeben 


(11.) L,(8,b,)= Ca Fe(8) D,(b,) (D,(b) D,(b)x (b))". 


Diese Bedingung, aus welcher c,, hervorgeht, muß für e=1, .... « erfüllt sein. 
Dann verschwindet 


(12.) L,(,2)—(P;(s, 2) D (x)) (D,() D,(&)x(&))' 


für 2=b,(e=1,... «) und wird demnach gleich (x) Q,(s, 2). 

Damit ist dann der ermittelte Differentialausdruck F,,_,(y,5,x) als 
regulärer nachgewiesen. Es ist nun zuzusehen, ob das zwischen den 
Koeffizienten von F,(y,s,2), Fn_-,(y5,2) und f,(y,s,®) in (1'.) bestehende 
Gleichungssystem erfüllt ist (vergl. a. a. O. 1Ce.)). 


3. 
Bemerkung über Zerlegung und Integration einer linearen Differentralgleichung. 


Die in Nr. 2 dargestellte Zerlegung schließt an die Untersuchung 
in Abh. Bd. 123 Nr. 7 an. Nun kommt für die weitere Zerlegung und 
Integration der vorgelegten Differentialgleichung das in Nr. 8 und 9 der- 
selben Abhandlung Gesagte in Betracht. Bei den a. a. O. Nr. 8 I gemachten 
Untersuchungen treten jetzt die Begriffe: kanonische Bestandteile und Haupt- 
unterdifferentialgleichungen ganz so auf, wie wenn die Koeffizienten der 
Differentialgleichung rationale Funktionen sind (Abh. Bd. 96 Nr. 10, 11.). 
Nr.81I a. a. O. wird nun bedeutungslos, abgesehen von dem Schluß, der sich 
auf die Konnexdifferentialgleichung (vergl. Abh. Bd. 122 S. 27) bezieht. 
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Die Integration der vorgelegten Differentialgleichung geschieht nach den 
Angaben in Abh. Bd. 123 Nr. 9. 

Was die Konnexdifferentialgleichung betrifft, so wird dieselbe nach 
Abh. Bd. 115 Nr. 8 in Verbindung mit Abh. Bd. 119 Nr. 2 hergeleitet. 
Dabei werden während der Herleitung die einzelnen Zweige der vorkommen- 
den algebraischen Funktionen durch die in Bd. 119 Nr. 2 angegebene alge- 
braische Funktion S aus der irreduktiblen Gleichung & (5) = 0 ausgedrückt, 
wodurch ohne weiteres beurteilt werden kann, ob ein ganzer rationaler Ausdruck 
dieser Zweige mit rationalen Funktionen von x als Koeffizienten verschwindet. 
Die Konnexdifferentialgleichung findet Anwendung bei einer regulären Diffe- 
rentialgleichung nach Abh. Bd. 115 Nr.618.124, IVS.133. Bei anderen 
Differentialgleichungen nach Abh. Bd. 115 Nr. 9, Bd. 121, Bd. 123 Nr. 9. 

Wenn bei der linearen Differentialgleichung F, (y, s, x) = 0, worin 
die ganze algebraische Funktion s beliebig ist, untersucht werden soll, ob 
der Differentialausdruck der Konnexdifferentialgleichung durch ein System 
normaler Differentialausdrücke (die also in den determinierenden Faktoren s 
nicht enthalten sind) sich darstellen läßt, so ist zunächst bei der vorgelegten 
Differentialgleichung F, (y,s,2)=0 die in Abh. Bd. 122 Nr. 1 Vla.) an- 
gegebene Prüfung vorzunehmen und bei der Konnexdifferentialgleichung 
selbst die Prüfung nach a.a.0. VIb. — 

Wenn man ein System F‘, (y, s, x) verallgemeinerter im Bereiche einer 
algebraischen Funktion s normaler Differentialausdrücke aufstellt (mit einem 
oder mehreren Bestandteilen, vergl. Abh. Bd. 123 Nr. 3), in denen die deter- 
minierenden Faktoren s tatsächlich enthalten sind, so ist der Differential- 
ausdruck der Konnexdifferentialgleichung von F,(y, s, 2) = 0 nicht durch ein 
System normaler Differentialausdrücke (deren determinierende Faktoren nur 
x, nicht s enthalten) darstellbar (Abh. Bd. 122 Nr. 1 IV, 123 8. 84). 

Bei einem singulären Punkte @=a von F,„=0, bei welchem die 
Zweige von s alle einwertig sind, geht F,(y. s, x) bei jedem Zweige in ein 
System bei ©=«a normaler Differentialausdrücke über (Abh. Bd. 123 Nr.9 8.123). 
Daraus folgt nach Abh. Bd. 121 Nr. 5, daß der Differentialausdruck der 
Konnexdifferentialgleichung durch ein System bei «=«a normaler Elementar- 
differentialausdrücke darstellbar ist. 

Dieser Differentialausdruck mit rationalen Koeffizienten hat also bei 
z=.« die genannte Eigenschaft, während derselbe sich nicht durch ein 
System normaler Differentialausdrücke darstellen läßt. 
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4. 


Bemerkung über simultane lineare Differentialgleichungen. 


Bei simultanen linearen Differentialgleichungen, die rational neben der 
unabhängigen Variablen eine algebraische Funktion in den Koeffizienten 
enthalten und sich nicht als reguläre ergeben, kann an Stelle der algebra- 
ischen Funktion zunächst eine Äroneckersche algebraische Funktion ein- 
geführt werden. 

In betreff des konstanten Faktors in dem Ausdruck der Determinante 
eines Fundamentalsystems Abh. Bd. 131 Nr. 4 (2.), Bd. 133 Nr. 2 (2.) (vergl. 
Abh. Bd. 96 Nr. 21) ist zu bemerken, daß bei regulären Differentialgleichungen 
dieser konstante Faktor direkt aus der Entwicklung der Determinante ent- 
nommen wird. Ebenso geschieht es bei simultanen linearen Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten. 

Für simultane lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi- 
zienten ist dss durch die Abhandlungen Bd. 131, 133 zur Integration simul- 
taner linearer Differentialgleichungen gegebene Verfahren ein direktes Inte- 
grationsverfahren. 
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Über die Bahnkurven der Mechanik. 


Von Herrn Philipp Frank in Wien. 





Die (sesamtheit aller Bahnen, die ein materieller Punkt unter dem 
Einfluß gegebener konservativer Kräfte durchlaufen kann, und denen der- 
selbe Energiewert entspricht, wollen wir ein zsenergetisches Bahnkurvensystem 
nennen. Jede aus einem solchen System herausgegriffene Schar heiße eine 
isenergetische Schar. Derartige Systeme sind für viele Fragen der Mechanik, 
insbesondere für die Untersuchung der kinetischen Stabilität gegenüber 
konservativen Störungen, von Bedeutung. 

Wir wollen uns auf die Ebene beschränken, wo jedes isenergetische 
System eine zweiparametrige Kurvenschar ist. 

Wenn wir uns in diesem einfachsten Fall einen Überblick über die 
möglichen Stabilitätsverhältnisse verschaffen wollen, drängt sich uns sofort 
die Frage auf, unter welchen Bedingungen eine gegebene zweiparametrige 
Kurvenschar als isenergetisches Bahnkurvensystem aufgefaßt werden kann, 
und welche Kräfte zur Erzeugung dieses Systems nötig sind. Mit der 
Beantwortung dieser Frage wollen wir uns zunächst beschäftigen, wobei 
wir der Einfachheit halber den Energiewert unseres Systems als Null an- 
nehmen, wodurch die Allgemeinheit nicht beschränkt wird. 

Wir gehen von der Jacobischen Form des Prinzips der kleinsten 
Wirkung aus, das in unserer Terminologie besagt: Das isenergetische Bahn- 
kurvensystem, das der potentiellen Energie V(x,y) entspricht, wird von den 
Extremalen des Integrals 


(1) /V=Va@,y) Vi+y® di 


gebildet. Sei nun eine beliebige zweiparametrige Kurvenschar, die durch 
eine. Differentialgleichung zweiter Ordnung bestimmt ist, 
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(2.) „"=yRyY) 


gegeben, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
Schar als isenergetisches Bahnkurvensystem aufgefaßt werden kann, die, daß 
sie sich als Extremalenschar eines Integrals von der Form (1.) darstellen läßt. 

Allgemein lautet die hinreichende und notwendige Bedingung dafür, 
daß die Schar (2.) die Extremalenschar eines Integrals 


[Elan y)de 
ist, folgendermaßen‘): 


o’F I ci A 


' 
ar ana y 


In unserem Falle ist 
F(@&,yy)=V-VVi+y” 
und, wenn wir der Kürze halber 
8.) V-V=f@y) 
setzen, 


Fayy)=f&,y)Vl+y”. 


Es muß also /(z,y) der Differentialgleichung 


1 f4 ‚of _ Of es 
(4.) Vi+y” i+yr ty 0x 5,)>0 


genügen. Im allgemeinen wird eine Lösung dieser Gleichung Funktion von 
2,y,y' sein, da die Koeffizienten diese drei Variablen enthalten. Wir wollen 
die allgemeinste Lösung aufsuchen, die von y' unabhängig ist. Zu diesem 





*) Darboux, Theorie des surfaces Bd. III. art. 604, 605. 
21” 
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Zwecke differenzieren wir Gleichung (4.) nach y, woissoh sicher keine 
Lösung verloren geht, und erhalten: 


- rt IP _ _39Y of 
(5.) Kay -izy)t act 


Wir wollen nun über die Voraussetzung machen, daß der Ausdruck 


Op _ 3py 
(6.) oy 1 +y"” 


die Variable y' nur linear enthält und mit dx multipliziert einen vollständigen 
Differentialausdruck bildet, daß man also durch Quadratur eine Funktion 
ıp(2,y) finden kann, für die 


Op 3py' ov  ,ow 
(6°) oy' u ee a Pi Oy 


gilt. Diese Voraussetzung, die zunächst als willkürlich erscheint, wird sich 
später als notwendig erweisen. Es verwandelt sich durch Einsetzen von 
(62) die Gleichung (5.) in 


6) ‚, © 
(9°) are, a7ty)=. 


Es ist also /(@,y)=Üe”®", wo Ü eine willkürliche Konstante ist, eine 
Lösung der Gleichung (5.) von der gewünschten Eigenschaft. Man sieht 
auch sofort, daß es die allgemeinste ist. Denn wären /, und /, Lösungen 
von (5.), die nur x und y enthalten, so folgt aus (5°). 


FAQy Fr y (inf )=0. 


Da diese Gleichung identisch in y' erfüllt ist, so folgt daraus, daß In A 


konstant ist, die beiden Lösungen sich also nur um einen konstanten Faktor 
unterscheiden. 
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(7.) ay)=Ceren 


ist also unter der Voraussetzung (6°) die allgemeinste Lösung von (5.), 
die nur x und y enthält. 

Es erübrigt noch zu zeigen, daß der Ausdruck (7.) auch eine Lösung 
von Gleichung (4.) ist. Da er der nach y’ differenzierten Gleichung genügt, 
muß nur bewiesen werden, daß Gleichung (4.) beim Einsetzen von (7.) für 
einen speziellen Wert von y' erfüllt ist. Wir sehen, um für p eine Eigen- 
schaft ableiten zu können, in Gleichung (6?) x und y als konstant und 
als reine Funktion von y’ an; Gleichung (6?) ist dann eine gewöhnliche 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung, deren auf elementarem Wege 
mögliche Integration die Art der Abhängigkeit des 9 von y' zeigt. Und 
zwar finden wir 


u .i. 
öy' =). 


Es läßt sich also jedenfalls in der Form schreiben: 


VE), +3 (Fr ),y" +a(2% ), , 


wenn wir allgemein [x (%, y, y')]»-u=(x), setzen. Analog finden wir 


fi 
55 (5 „+ Cr )yt3 (u y- 


Oy 
Oy' 


erhalten wir eine identische Gleichung in y' und durch Gleichsetzen der 
Koeffizienten gleicher Potenzen von y' auf beiden Seiten folgt: 


Wenn wir diese Ausdrücke für p und in Gleichung (62) einsetzen, 


— 


ov /0y 1,0’ 
dx \oO9y%h 6 5y) 


(8.) 


oy 1,0’ o 
oy 55," )” (Ph. 








160 Frank, über die Bahnkurven der Mechanik. 


Setzen wir nun (7.) in Gleichung (4.) ein, so erhalten wir 


Ger [_ 9 _,9%, dr ı_p. 
vo vr I er 3, | \ 


für „Y=0 ist aber diese Gleichung offenbar mit Berücksichtigung der Re- 
lationen (8.) erfüllt. Folglich ist (7.) auch Lösung von Gleichung (4.). 

Wir wollen nun noch nachweisen, daß die Voraussetzung (6?) not- 
wendig ist. Wenn wir nämlich voraussetzen, daß durch (2.) ein isenergetisches 
Bahnkurvensystem gegeben ist, so muß es sicher eine solche Funktion / (x, y) 
geben. daß (2.) die Extremalen von 


darstellt. Wir denken uns nun die zu diesem Integral gehörige EZuler- 
Lagrangesche Differentialgleichung gebildet und aus ihr y" durch x, y, y' aus- 
gedrückt. Die notwendige Bedingung dafür, daß (2.) die Extremalen dar- 
stellt, erhalten wir dann, wenn wir p(x,y,y') der auf die angegebene Art 
berechneten Funktion von x,y,y' gleichsetzen. Sie lautet also: 


eye) a4); 


daraus folgt durch Differenzieren: 


Op _B3yyY __ (Set, Sal), 
oy 1+y” 


d.h. (x,y,y') muß der Voraussetzung (62) genügen. 

Indem wir alles Gesagte zusammenfassen, gelangen wir schließlich 
zu folgender Formulierung: 

Satz I. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine 
gegebene zweiparametrige Kurvenschar y"= y(x,y,y) als ein isenergetisches 
Bahnkurvensystem aufgefaßt werden kann, besteht darin, daß 


d Mr 
(3 Bi Ri m )da 
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ein linearer homogener vollständiger Differentialausdruck ıst. Die zur gegebenen 
Schar gehörende Kraftefunktion ıst dann bis auf einen konstanten Faktor ein- 
deutig bestimmt, laßt sich durch bloße Quadratur finden und lautet: 


-V a,y)=( er] (Hm) = le S Hand Ile Se yr/yt=u“ 


Aus diesem Satz lassen sich viele Konsequenzen ziehen; so folgt leicht: 
Unter allen Kurvenscharen, die durch lineare Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung definiert sind, gibt es eine einzige, die sich als isenergetisches 
EN auffassen läßt; nämlich die Schar aller Geraden der 
Ebene y"=0, der die Kräftefunktion — V (x,y) = € entspricht. 

Für das Studium der kinetischen Stabilität ist aber auch die Frage 
von Wichtigkeit, unter welehen Umständen eine gegebene einparametrige 
Kurvenschar 


(9.) yY=p(a,y) 


als isenergetische Schar betrachtet werden kann und wie die zugehörige 
Kräftefunktion lautet. Ein ähnliches Problem wurde von Dainelli*) be- 
handelt, und wir wollen zunächst dessen Weg gehen. Dainelli fand nämlich 
den allgemeinsten Ausdruck für die Komponenten (X, Y) des Kraftfeldes, 
das eine gegebene einparametrige Kurvenschar zu Bahnkurven hat. Dabei 
wird aber weder gefordert, daß die Schar eine isenergetische wird, noch 
daß das Kraftfeld ein Potential besitzt. Die Ausdrücke Dainellis für das 
Kraftfeld, das zur Schar (9.) gehört, sind: 


1 dv’ 1 v” p 
Ä=; 
2 ds Vi+p°® e@Vi+p’ 
ut, p Pi. | 1 

ds Vi+p e V1+p*' 


wo v die Geschwindigkeit, ds das Bogenelement und o den Krümmungsradius 
der Bahn bedeutet. Die genannten Formeln ergeben sich übrigens unmittelbar 
aus der Zerlegung der Beschleunigung in eine Tangential- und eine 





*) Giorn. di matem. d. Napoli (1881). S. auch Whettak«,, Analytical dynamics $52. 
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Normalkomponente. Nach der Bedeutung der vorkommenden Buchstaben 
ist offenbar 


= . +p (At 


Op op 
ı 2 Poy, 
e VAa+pY 


Von dem Problem Darinellis kommen wir zu dem hier behandelten, indem 
wir setzen 


oV AR oV 


Jen oa’ 9’ 


4 + (a, y)=0 
und mit Berücksichtigung von Gleichung (3.) 
. Of ‚Of 2 _g9p 
-2/., Y=2f 2 "—2fR, 


Wenn wir das alles in die erste Gleichung Dawnellis einsetzen, so erhalten 
wir schließlich für / die partielle Differentialgleichung: 


er 2 
Kat) Ha 
1 +p? u; 02 6y 


(10.) 
Diese Gleichung können wir aber viel rascher erhalten, wenn wir 
wieder von der Identität jeder isenergetischen Schar mit einer Extremalen- 


schar eines Variationsproblems von der Form (1.) ausgehen, was uns sofort 
zu Gleichung (4.) führt; nur haben wir jetzt in ihr 


y=p(e, RN. 
_0p 


da 


+p 
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zu setzen. Diese Substitution führt direkt zu Gleichung (10... Um das 
allgemeine Integral dieser Gleichung zu finden, gehen wir davon aus, daß 
sie folgendem System von gewöhnlichen Differentialgleichungen äquivalent ist: 


da dy df(1+P”) 
(11.) a a { 
p (2, y) 1 Op Op 
r( dw rp 35) 


Wir haben zuerst die Differentialgleichung 


a 1 
de Play) 


zu integrieren. Ihr allgemeines Integral sei 7(x,y)=c; es gibt uns die 
Schar der orthogonalen Trajektorien unserer gegebenen Schar (9.). Ist 
y=n(z,c) die Auflösung von n(2,y)=c und bezeichnen wir das Resultat 
der Substitution y=n(z,c) in eine Funktion p(x,y) mit [p], so gibt das 
erste und dritte Glied von (11.) zusammengefaßt: 


a d f + li 9 zu 


Setzen wir 


16) Ö 
[32 +r 52] 
_— dd —=y(e, c), 


BPü+pm) 
so lautet das allgemeine Integral von (112) 

log (+7) +1 =a, 
wo x,(c) eine willkürliche Funktion von c bedeutet. Setzen wir nun 


X (2, n(, Y)) =y(2,Y), 


so lautet das allgemeine Integral von (11.) bzw. (10.): 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 2. . » 


IV 
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Pin(ay), log f+ wa, y)+Xı (n)) = konst., 


wo & wieder eine willkürliche Funktion bedeutet. Durch Auflösung der 


letzten Gleichung finden wir schließlich die allgemeine Lösung von 
Gleichung (10.): 


f-Bna were”, 


wo ©, eine willkürliche Funktion von 7 ist. 

Wir können nun wieder alles über das Problem, zu einer vor- 
gegebenen einparametrigen Kurvenschar als isenergetische Schar das zuge- 
hörige Kraftfeld zu finden, Gesagte, folgendermaßen zusammenfassen: 

Satz II. Ist yY=p(x,y) eine gegebene einparametrige Schar von Kurven, 
y=n(a,c) oder n(z,y)=c die Schar ıhrer orthogonalen Trajektorien, so ıst 
stets 


. V (w, Y) ven e-?v (2, ”) 


eıne Kräftefunktion, zu der die gegebene Schar als ısenergetische Bahnkurven- 
schar gehört. Dabei ıst: 


wo die Integration in der Weise auszuführen ıst, daß in der Funktion von 
x und y wm Integranden die Substitution y=N(x,c) gemacht wird, dann dıe 
Quadratur nach x ausgeführt und in der so entstehenden Funktion von x und 
c wieder e=n(a,y) gesetzt wird. . 

Aus der genannten speziellen Kraäftefunktion erhalten wir die allgemeinste 
zur gegebenen Schar gehörende durch Multiplikation mit einer willkürlichen 
Funktion von n(x,Y). 

Als Korollar dieses Satzes ergibt sich: Wenn man das zu einem 
Potential V (x, y) gehörige isenergetische Bahnkurvensystem kennt und eine 
beliebige einparametrige Kurvenschar aus ihm herausgreift, so gehört dieselbe 
Schar zu jedem anderen Potential, das man erhält, wenn man / (x, y) mit 
einer Funktion von x und y multipliziert, die längs jeder orthogonalen 
Trajektorie der herausgegriffenen Schar konstant bleibt. 
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Zum Schluß möchte ich noch eine Anwendung des Satzes Il auf 
eine Frage aus der T'heorie der kinetischen Stabilität machen. 

In meiner Arbeit „Über ein Kriterium für die Stabilität der Bewegung 
eines materiellen Punktes in der Ebene“*) habe ich es als zweifelhaft be- 
zeichnet, ob es Bewegungen eines materiellen Punktes in der Ebene unter 
dem Einfluß konservativer Kräfte gibt, die zwar absolut stabil, aber nicht 
oszillatorisch stabil in dem dort definierten Sinne sind. Wäre nun die ein- 
parametrige Kurvenschar 


x 


y=ciıe 
a 
dx x 


eine isenergetische Schar eines mechanischen Problems, so wäre die ihr 
angehörende Bahnkurve y=0 offenbar absolut stabil; denn wenn ich durch 
die Geraden y=+Jd und y=—6 einen Parallelstreifen von der Breite 20 
um y=( abgrenze, so kann ich eine Zahl & so angeben, daß alle Kurven, 
für die |e|<<e ist, innerhalb des gegebenen Streifens verlaufen. Ich brauche 
zu diesem Zwecke nur e<Zed anzunehmen. Die Kurven, für die c#0 ist, 
sind aber die durch konservative Störung aus y=( entstandenen. 

Es ist ferner klar, daß y=0 von keiner der Nachbarkurven ge- 
schnitten wird; die Kurve „=0 ist also sicher nicht oszillatorisch stabil. 
Nun gestattet aber Satz Il ein mechanisches Problem anzugeben, zu dem 
unsere betrachtete Kurvenschar als isenergetische Schar gehört. 

Folglich gibt es sicher Bewegungen eines materiellen Punktes in 
der Ebene, die wohl absolut stabil, aber nicht oszillatorisch stabil sind. 





*) Monatsh. f. Math. u. Phys. Bd. 20. 
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Kurvenscharen in einer Ebene. 


Von Herrn Heinrich W. E. Jung in Marburg a. d. Lahn. 


Einleitung. 


Kurvenscharen in einer Ebene sind schon öfters behandelt, aber 
soviel ich weiß, immer nur unter der Annahme, daß die Singularitäten, die 
den Kurven an gegebenen Punkten (den sog. Grundpunkten) vorgeschrieben 
werden, von besonders einfacher Art sind. 

Im folgenden möchte ich das Problem rein analytisch formulieren 
und behandeln, und zwar unter der allgemeinsten Annahme. Das Verfahren 
ist so, daß die Aufgabe zurückgeführt wird auf eine Aufgabe aus der Theorie 
der algebraischen Funktionen einer Veränderlichen. Die Möglichkeit beruht 
auf den Entwicklungen des $ 7. Die Arbeit ist ausführlicher, als für den 
vorliegenden Zweck unbedingt nötig wäre; sie enthält noch eine Ausdehnung 
von Begriffen aus der Theorie der algebraischen Funktionen einer Veränder- 
lichen auf Funktionen von zwei unabhängigen Veränderlichen für den ein- 
fachen Fall der rationalen Funktionen zweier Veränderlichen. 


$1. 


Sätze aus der Theorie der algebraischen Funktionen einer Veränderhchen.*) 


Es sei durch 


(1.) F(x,y)=0 


*) Vgl. zu diesem Paragraphen Hensel- Landsberg, "Theorie der algebraischen 
Funktionen einer Variablen (Leipzig, 1902); im folgenden zitiert mit H,L. 
Journal für Mathematik Bd, 134. Heft 3, 23 
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ein algebraischer Körper % definiert; die Gleichung (1.) sei in x vom Grade / 
und in y vom Grade m. Für die Umgebung einer Stelle = « existiert 
eine endliche Anzahl von Entwicklungen der Form 


(2.) y=b, (2 — a) + b, (X-a)e +:--, 


wo die &, ganze Zahlen sind, und wo « eine positive ganze Zahl ist. Jeder 
solchen Entwicklung wird ein Primterler p zugeordnet,”) indem man definiert: 
Eirsetzt man y in einer Funktion A aus % durch die Entwicklung (2.) und 
ordnet nach Potenzen von 2—a und ergibt sich dann 


Re(z—a)s E(x—a), 


wo E für ©=a weder Null noch unendlich wird, so sagt man, A ist teilbar 
durch p“, 

Im allgemeinen ist in (2.) «=1; nur für eine endliche Anzahl von 
Primteilern ist «>1. Diese Primteiler heißen Verzweigungsprimterer. Man 
nennt @— 1 die Ordnung des Verzweigungsprimteilers. 

Jede Funktion aus % läßt sich in einer und nur in einer Weise in 
Primfaktoren zerlegen. Ist $ eine Funktion aus ;5, so bezeichnet man den 
Nenner von & mit 1t;. 

Das Produkt irgend welcher Primteiler nennt man einen Duwsor. Die 
Summe aller Exponenten der in einem Divisor vorkommenden Primteiler 
nennt man die Ordnung des Divisors. Für einen Divisor, der einer Funktion 
des Körpers entspricht, ist die Ordnung immer Null. Ein Divisor heibt 
ganz, wenn alle Primteiler in ihm positive Exponenten haben. 

Unter den Divisoren sind einige von besonderer Bedeutung. 

1. Das Produkt aller Verzweigungsprimteiler, jeder in der Potenz 
genommen, die seine Ordnung angibt, heißt Verzweigungsdivisor und wird 
mit 3, bezeichnet.) Er hängt ab von der Wahl der unabhängigen Ver- 
änderlichen z. 







*) H,L. S. 145. 
*) 7, L. S. 219. 
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2. Es ist 
nn A de d or Zu D 


ge m—?2) n . 1-2 


I ni r 
o%Yy nm oy u“ 


Der hierdurch definierte ganze Divisor d heißt Doppelpunktsdinsor, weil er 
nur Null wird an den Stellen, wo die Kurve F=(0 mehrfache Punkte hat. 
Die Ordnung von d ist immer gerade und wird mit 2d bezeichnet.*) Es gilt, 
wenn » das Geschlecht des Körpers bedeutet, die Gleichung 


p=(-1)(m-1)-d. 


Über den Doppelpunktsdivisor gilt folgender wichtige Satz:**) 
Ist R eine Funktion aus % und ıst, in Faktoren zerlegt, 


wo g ein ganzer Divisor ıst, so laßt sich R darstellen als ganze rationale 
Funktion von x,y. Ist ım besonderen <I, u<m, so ıst diese ganze 
rationale Funktion so wählbar, daß sie in x höchstens vom Grade h und in 
y höchstens vom Grade u ıst. Für den Fall A</, u<m ist dieser Satz, 
der auch eng mit dem Noetherschen Satze zusammenhängt, z. B. bewiesen 
von Hensel-Landsberg, a. a.0., S.410fg. Aber bei dem Beweise ist nicht 
davon Gebrauch gemacht, daß 4</. Nun kann man immer durch eine 
lineare homogene Transformation neue Veränderliche x’, y' so einführen, daß 
N, =Nı, wird. Es wird dann 


wo ® ein ganzer Divisor ist. Es wird also AR als ganze Funktion von 
«,y darstellbar und also auch als ganze rationale Funktion von x, y. Daß 
die Gradbestimmung für den Fall </, «<= m richtig ist, sieht man 
auch leicht. 

Man teilt alle Dinsoren in Klassen ein, indem man zwei Divisoren 
dann und nur dann in dieselbe Klasse ordnet, wenn ihr Quotient einer 


*) H,L. 8. 382. 
*) /,L. 8. 410. 
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Funktion des Körpers entspricht. Jede Klasse ist durch einen ihrer Divi- 
soren eindeutig bestimmt. Alle Divisoren einer Klasse haben dieselbe 
Ordnung, die dann die Ordnung der Klasse heißt. Man nennt eine Anzahl 
Divisoren einer Klasse linear unabhängig, wenn zwischen den Funktionen, 
die aus ihnen durch Division mit einem Divisor der Klasse entstehen, keine 
lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten besteht. Die Anzahl der 
in einer Klasse enthaltenen linear unabhängigen ganzen Divisoren heißt die 
Dimension der Klasse. Ist p ein Divisor, so bezeichnet man seine Klasse 
mit (p) und die Dimension dieser Klasse mit Ip}. 

Sind Q,@' zwei Klassen mit den Ordnungen q,g' und ist q ein 
Divisor aus Q und y ein Divisor aus Q@, so nennt man die Klasse des 
Divisors qy'‘ das Produkt der Klassen Q, @', und die Klasse des Divisors 


( 
q 


der Auswahl von q in Q und J in @. Die Ordnung von QQ’ ist g-+79), 


; den Quotienten der Klassen Q, @'. Diese Definition ist unabhängig von 


x 


@] 
Unter allen Klassen ist von besonderer Bedeutung die Differenzial- 
klasse, die durch den Divisor 


die von ist 9 —q". 


5) 
ö $r 


D) 
n, 


definiert und mit W bezeichnet wird. Diese Klasse ist nur scheinbar ab- 


e . . !, !c 1 . . 
hängig von x, da der Quotient °F: 1 wo $ irgend eine Funktion des 
2 "5 


Körpers bedeutet, immer einer Funktion des Körpers entspricht, nämlich der 


Funktion a 
schlecht des Körpers bezeichnet wird. Zwei Klassen Q,@', die in der Be- 
ziehung 


Die Ordnung der Klasse W ist 2» —2, wenn mit p das Ge- 


aa = W 


zueinander stehen heißen Zrganzungsklassen. Für die Dimensionen dieser 
Klassen gilt der Riemann-Rochsche Satz,”) der sich in der Gleichung aus- 
spricht: 


*"), H, 1. S. 304. 
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a=/@I+qg-p+l, 


wo q die Ordnung von (@ bedeutet. 


S 2, 
Die rationalen Funktionen von x,y. Primteler erster Stufe. 


Es bedeute A den Körper aller rationalen Funktionen der zwei Ver- 
änderlichen x,y. Es sei ferner A(x,y) eine ganze rationale unzerlegbare 
Funktion von z2,y. Sie sei in x vom Grade 4 und in y vom Grade u. 
Wir drücken das in Zukunft kürzer so aus, daß wir sagen A ist vom Grade 
(A, u). Wir sagen, es ist (A, «) > (4, «) wenn keine der Differenzen 4 — 4, 
“«— ww kleiner als Null ist und nicht beide gleich Null sind. 

Wir ordnen A einen P’rimteler A zu, indem wir definieren: Eine 
rationale Funktion /? ist durch 1” teilbar, wenn sie bei der Zerlegung in 
unzerlegbare Faktoren den Faktor A®* enthält. Wir nennen (%, «) die 
Ordnung des Primtelers M. Ferner ordnen wir noch den Nullstellen der 


Funktionen 2 Primfaktoren 2%, zu, indem wir z. B. die Teilbarkeit 


durch & so definieren: Eine Funktion ist durch 2“ teilbar, wenn sie für 
unendliches x bei beliebigem y Null oder unendlich wird wie x”. Die 
so definierten Primteiler heißen P’rimteller erster Stufe. (Greometrisch ent- 
spricht einem solchen Primteiler eine algebraische Kurve in der xy-Ebene. 
Es gilt der Satz: Jede Funktion aus K ist in eine endliche Anzahl von Prim- 
faktoren zerlegbar und zwar wm wesentlichen nur auf eime Art; so ist. z. B, 


U 


A= Mu 


8 3. 


Die zugeordneten Funktionen. 
Es sei @«,5b ein Wertsystem von 2,y. Wir setzen 2 —-a=u und 
” . “ .. . 1 ] 
y—b=». Dabei ist unter © —a, y—Ö, wie üblich "Fr zu verstehen, 


wenn a,b den Wert unendlich haben. Für kleine Werte von u,» be- 
kommen wir die Umgebung der Stelle «,d. Es sei A ein Primteiler und 
es sei A die ganze Funktion aus X, deren Zähler W ist. Dann werde 
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A (X ) Yy) a00 _ u 

wo o und o nur von OÖ verschieden sind, wenn a oder 5b unendlich sind. 
Wir nennen A(w,v) die dem Primteiler A für die Stelle «a,b zugeordnete 
Funktion”); ist A(0,0)=0, so sagen wir, der Primteiler A geht durch die 
Stelle «,5 hindurch. Ferner ordnen wir dem Primteiler & für alle Stellen 
a,b, für die @ nicht unendlich ist, die Funktion 1 zu und für die Stellen x; b 
die Funktion «. Ebenso ordnen wir dem Primteiler WM für alle Stellen 
a,b, für die 5 nicht unendlich ist, die Funktion 1 zu und für die Stellen 


Ad, 80 die Funktion v®. 


$ 4. 


Anzahl der Schnittpunkte zweier Primteiler erster Stufe. 


Es seien A und ® zwei Primteiler erster Stufe. Es sei a,b eine 
Stelle, durch die sowohl A als B hindurchgeht. Die A und B entsprechenden 
Kurven schneiden sich dann in a,b. Wir sagen auch, die Primteiler 
schneiden sich an der Stelle «,d. Die Anzahl der Schnittpunkte, die an 
der Stelle «,b zusammenfallen, definieren wir folgendermaßen. Wir setzen 
2—a=u, y—b=v. Es sei A die X und B die ® zugeordnete Funktion 
für die Stelle «,d. A,B sind ganze rationale Funktionen von «, v die bei 
unserer Annahme für «=0,v=0 verschwinden. Setzen wir B=0, so wird 
dadurch ein algebraischer Körper einer unabhängigen Veränderlichen definiert. 
In dem so definierten Körper denken wir uns A in Primfaktoren zerlegt. 
Es wird dann A einen Divisor enthalten, dessen Primfaktoren sowohl in 
als auch in » aufgehen. Ist der Grad dieses Divisors h, so sagen wir, die 
Primteiler A und ® oder auch die Kurven W, ® schneiden sich im Punkte 
a,b in h zusammenfallenden Punkten. Diese Definition ist nur scheinbar 
nicht gleichmäßig abhängig von Y, ®B. Es gilt nämlich der Satz: Die 
Resultante von A und B, die durch Elimination von « entsteht und die 
eine ganze rationale Funktion von v ist, ist genau durch »” teilbar. 


*) Siehe auch die Definition der zugeordneten Funktionen in meiner Arbeit: 
Primteiler algebraischer Funktionen zweier unabhängigen Veränderlichen usw., $ 4. 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 26 (1908). 














Jung, Kurvenscharen in einer Ebene. 175 


Die hier gegebene Definition stimmt daher, soweit es sich um im 
Endlichen liegende Punkte handelt, mit der üblichen überein. Bestimmen 
wir in dieser Weise für alle Schnittpunkte die Anzahl der in ihnen 
zusammenfallenden Schnittpunkte und addieren die so erhaltenen Zahlen, so 
bekommen wir die Gesamtheit aller Schnittpunkte von \ und BD. Es sei 
A von der Ordnung (i, «) und B von der Ordnung (A, uw); es sei ferner . 
die ganze Funktion, deren Zähler A ist, und 5 die ganze Funktion, deren 
Zähler DB ist. Im Körper = 0 wird unter Anwendung der Bezeichnungen 
des $ 1 

dA= e_ ) 
NN, 
wo 9 ganz ist. Nach unserer Definition ist die Anzahl aller Schnittpunkte 
von W und ®B gleich der Ordnung des Divisors g, also gleich der Ordnung 
von ı“n“. Aber ı, ist von der Ordnung «’' und n, von der Ordnung 4; 
daher ist die Anzahl der Schnittpunkte 


(B,A)-(A,B)=iwW+Nu. 


Sind @=0, H=0 zwei algebraische Kurven vom Grade n und x 
im Sinne der analytischen Geometrie, so ergibt sich als Anzahl ihrer 
Schnittpunkte der Wert 2 nn’, während man im allgemeinen nur nn Schnitt- 
punkte rechnet. Die Kurven haben aber, wenn keine Besonderheiten vor- 
liegen, im Unendlichen einen »- und »'-fachen Punkt mit getrennten 
Tangenten, so daß nn’ Schnittpunkte im Unendlichen liegen. Diese werden 
in der analytischen Geometrie nicht mitgezählt. Falls die Funktionen 
@,H von besonderer Art sind, können von den im Endlichen liegenden 
nn’ Schnittpunkten auch noch welche ins Unendliche fallen. Diese werden dann 
aber in der analytischen Geometrie etwas inkonsequenterweise mitgerechnet. 

Das Symbol (M,9) läßt sich ausdehnen auf den Fall, daß A und ® 
nicht Primteiler, sondern Produkte oder Quotienten von solchen, d. h. so- 
genannte Divisoren, sind, indem man definiert 


BJ (A,B). 


(A AB) AN, B)+lN,, B), A yı\ 


Es ist ferner noch praktisch, wenn WA ein Primteiler der Ordnung 
(A, «) ist, zu definieren 
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(AU,M=2Au. 


Es ist dann das Symbol (D,,QD,) für irgend zwei (teilerfremde oder nicht 
teilerfremde) Divisoren definiert und es ist für zwei Divisoren Q,T, die 
derselben Klasse ($ 6) angehören 


QD, OD) au D, 7) . (, T), 


wie leicht zu beweisen. 


$5. 


Primteiler zweiter Stufe. 


Es sei a, b ein Wertsystem von x, y, wobei aber nicht ausgeschlossen 
sein soll, daß « oder 5 den Wert © hat. Es ist dann im folgenden unter 


zz i 
2 —a,y—b zu verstehen — 2. Es sei ferner 


€ 


(3.) kurs b= dı ( _ a)e + 4, (x —a)« +. " 


WO @, &, &, ... ganze positive Zahlen sind, die Entwicklung einer algebraischen 
Funktion. Wir ordnen jeder solchen Entwicklung einen Primterder p zu, 
indem wir analog wie in $ 1 definieren: Eine rationale Funktion von x,% 
ist durch p/ teilbar, wenn sie unter Benutzung von (3.) übergeht in eine 


durch (x— a)« teilbare Potenzreihe von ©—ı«a. Dabei soll Entwicklungen, 
die auseinander dadurch hervorgehen, daß x ein oder mehrere Male den 
Punkt a umläuft, derselbe Primteiler entsprechen. Die so definierten Prim- 
teiler heißen Z’rimteler zweiter Stufe. Ist «>1, so nennen wir den 
Primteiler einen Verzweigungsprimteder der Ordnung a—]. 

Wir setzen ferner ——a=u,y—b=v, so daß p auch definiert wird durch 


&, En 


v—=d u“ + Ad,U at ... 


Ist nun A irgend ein Primteiler erster Stufe und A(u,v) seine zugeordnete 
Funktion für die Stelle a, db, so sagen wir, WA ist durch p, teilbar, wenn 
A durch y* teilbar ist. 
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$ 6. 
Dinsoren - Klassen . 


Das Produkt von irgend welchen Primteilern erster und zweiter 
Stufe nennen wir einen Dimsor. Es sei 


P=W" As... Ar atıaz..., 


wobei die A Primteiler erster und die a Primteiler zweiter Stufe sein sollen, 
und wo ferner die «,; und 5, ganze positive oder negative Zahlen sind. Ist 
(4,, «;) die Ordnung von \,, so nennen wir 


(A, ++. +e,A,,0, 1, 4 015 ++, u,) 


die Ordnung von P. Wir nennen /’ einen ganzen Divisor, wenn erstens die 
e; alle positiv oder Null sind und wenn zweitens diejenigen unter den Po- 
tenzen a, ”,a;”, ..., deren Exponenten positiv sind, in Ar 2... 5 enthalten 
sind. Enthält ein Divisor nur Primteiler erster Stufe, so nennen wir ihn 
einen Divisor erster Stufe. Enthält er nur Primteiler zweiter Stufe, so 
nennen wir ihn einen Dimsor zweiter Stufe. Ist im besonderen P ein 
Divisor, der durch Zerlegung einer rationalen Funktion erhalten ist, so ist 
er ein Divisor erster Stufe und seine Ordnung ist (0,0). Es gilt hier bei den 
rationalen Funktionen von x,y auch das umgekehrte. 

Es sei a,b irgend eine Stelle und es seien Primteiler zweiter Stufe 


für diese Stelle definiert durch die Entwicklungen 
(4.) au dan. vu, 


Um die Ideen zu fixieren, sei etwa «, eine gewöhnliche Potenzreihe von 


1 
ta und es seien %,,...%, die konjugierten Entwicklungen, ebenso seien 


Uyyıyo + Uyyz und auch %,,g413 --- ara, Konjugierte Entwicklungen, so daß 
e+ß+y=rt. Es werden dann durch die Entwicklungen (4.) drei Prim- 
teiller a,, A, a, definiert, und zwar Verzweigungsprimteiler der Ordnung 
@e—1, #—1,y-1. Wir nennen das Produkt 


mu" ara" 


Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 3. 
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den zu irgend einem aus a,, d,, A, gebildeten Divisor gehörenden Ver- 
swergungsdinsor. 
Ferner bilden wir 


fuv)=bß—-u)eW—- u)» (W—u,). 


hu £ ch teilbar 
Ov 


Dies ist eine gewöhnliche Potenzreihe von u, v. Ist nun 
durch 

a a>a3, 
so setzen wir 


aara?=zd 


und nennen den so definierten Divisor d den zu irgend einem aus a,, d,, A; 
zusammengesetzten Divisor gehörenden Doppelpunktsdurisor. Der Divisor d 
ergibt sich immer als ganzer Divisor von gerader Ordnung*). 

Ist weiter p irgend ein ganzer Divisor zweiter Stufe, so können 
wir für jede Stelle, für die Primteiler in p vorkommen, den Doppelpunkts- 
divisor definieren. Das Produkt aller so erhaltenen Divisoren bezeichnen 
wir wieder mit d und nennen d den zu p gehörenden Doppelpunktsdivisor. 
Wir nennen den Primteiler p kanonısch, wenn er durch den zugehörigen 
Doppelpunktsdivisor teilbar ist. 

Wir teilen alle Divisoren in Klassen ein, indem wir zwei Divisoren 
dann und nur dann in dieselbe Klasse aufnehmen, wenn ihr Quotient einer 
Funktion des Körpers A entspricht, d. h. also in diesem einfachen Fall, 
wenn sie in den Divisoren zweiter Stufe übereinstimmen und dieselbe 
Ordnung haben. Die Ordnung aller Divisoren einer Klasse ist danach die- 
selbe und diese heißt auch Ordnung der Klasse. Eine Anzahl Divisoren 
derselben Klasse heißt linear unabhängig, wenn zwischen den Funktionen, 
die aus ihnen durch Division mit einem Divisor der Klasse hervorgehen, 
keine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten besteht. Die Anzahl 
der in einer Klasse enthaltenen ganzen linear unabhängigen Divisoren heißt 
Dimension der Klasse. Ist W ein nicht speziell gewählter ganzer Divisor 
der Klasse und ist die ganze rationale Funktion A, deren Zähler X ist, un- 


*) U, L. S. 382. 
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zerlegbar, so heißt das Geschlecht des durch A=0 definierten Körpers das 
(reschlecht der Klasse, 
Es sei nun / ein Divisor. Wir stellen ihn in der Form dar 


wo % ein Divisor erster und p und p’ ganze Divisoren zweiter Stufe sind. 
Die Ordnung von ® sei (A, ). 


u u " cc u 
Jeder Divisor der Klasse (P) ist von der Form \ 2 wo U ein 


Divisor erster Stufe der Ordnung (4, «) ist. Will man die ganzen Divisoren 
in (/) bestimmen, so kommt es offenber auf p’ gar nicht an. Wir nehmen 


daher der Einfachheit halber an, p’ sei gleich 1. Ist ferner 6, ein ganzer 


Divisor der Klasse (/’), so muß ® durch » teilbar sein und & selbst ganz 
sein. Es ist also & der Zähler einer ganzen rationalen Funktion von x, y 
vom Grade (A, «). Zunächst muß daher (4, «) > (0,0) sein, sonst ist sicher 
die Dimension r—=0. Es ist weiter die ganze rationale Funktion (, deren 
Zähler © ist, so zu bestimmen, daß & durch p teilbar wird. Geometrisch 
ausgedrückt heißt das: Es sollen alle Kurven #—0 bestimmt werden, 
die höchstens vom Grade (4, «) sind und die sich an gegebenen Stellen in 
gegebener Weise verhalten. Es ist also eine lineare Kurvenschar zu 
bestimmen. 


ST. 
Beweırs dafür, daß der Dinsor p immer durch einen kanonischen 


ersetzt werden kann. 


Es seien für die Stelle «, d Primteiler zweiter Stufe a,,a,, .... definiert. 
Wir wollen die Bedingung, daß eine ganze rationale Funktion durch einen 
aus den a,, A, ... Zusammengesetzten Divisor 


Y = a7’ 03° ... 


teilbar ist, ersetzen durch die Bedingung, daß die ganze rationale Funktion 


24* 
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teilbar ist durch einen anderen passend gewählten Divisor q, der sicher 
kanonisch ist. 

Sind e, und o, genügend groß gewählte ganze Zahlen, so sind sicher 
(2 — a), (y—b)’ durch p teilbar, wenn 0 >0,,0>0,. Wir betrachten nun 
alle ganzen rationalen Funktionen von ., y, die höchstens vom Grade (9-1, 
0, 1) sind und sondern aus diesen diejenigen aus, die durch p teilbar 
sind. Da die Bedingungsgleichungen, die sich dafür ergeben, linear in den 
Koeffizienten der ganzen rationalen Funktionen sind, so bekommen wir eine 
endliche Anzahl von linear unabhängigen Funktionen 


von der Art, daß jede ganze Funktion, die durch p teilbar ist, sich in der 
Form darstellen läßt 


‚A +%A,+.-+c,4,+ ga — a" + (y- b)®, 


wo die c, Konstanten und g,, 9, ganze rationale Funktionen von x, y sind. 
Umgekehrt ist auch jede solehe Funktion durch p teilbar. 
Wir betrachten die Funktion 


A=aA, +%A,;+:++ ec, a 


wo die c, Konstanten sind, die wir als Parameter betrachten. Die Dis- 
kriminante von | in bezug auf y sei /. Befreien wir / von dem etwa vor- 
handenen Faktor ©— «a und setzen dann @=«a, so ergibt sich eine ganze 
rationale Funktion der c,;, die mit 9 bezeichnet werden möge. Wir lassen 
für die c, nur solche Werte zu, für die g nicht Null wird. Diejenigen 
Wurzeln von J—=V0, die für e=«a den Wert 5 annehmen, seien 


Yır Yır + Yı- 


Die Anzahl dieser Wurzeln ist für die zugelassenen Werte der c, immer 
dieselbe und: auch die Form der Entwicklungen dieser Wurzeln nach Po- 
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tenzen von ©—a, d.h. die Exponenten der in ihnen vorkommenden Glieder, 
während die Koeffizienten mit den c; variieren. 

Es gilt nun folgender wichtige Satz: Stimmen zwei der Entwicklungen 
y, nach Potenzen von @—a m den ersten s+1 Gledern überen für alle zu- 
gelassenen Werte c,, so sind die Koeffizienten dieser Glieder von den c, unab- 
hängig. Es sei etwa 


y=b+a(ı— a)a +4,(0— a)a + ..., 


Yy= b+b, (e— a)a + b,( ae da +... 


und es sei m=b, m=b, - a,=b, für alle zugelassenen Werte c,.. Nun 
ergeben sich aber”) a, und Ö, als Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
y(&)=0, deren Koeffizienten lineare Funktionen der c,; sind. Soll ,=b, 
sein, so muß sich von der Funktion y({) rational der Faktor (© — «,)’ ab- 
spalten lassen. Würde a, von den «, abhängen, so würde es daher eine 


rationale Funktion der c, sein; dann aber könnte p({) nicht — wie es sein 
muß — eine lineare Funktion der c, sein. Es ist also a, von den c, unab- 


hängig und ebenso ist der Beweis für die folgenden Koeffizienten zu führen. 
Wir nennen in jeder der Entwicklungen y; denjenigen Teil, der aus den 
ersten Gliedern besteht, soweit sie konstante Koeffizienten haben, den 
wesentlichen Teil. 

Wir bezeichnen nun mit Ah, eine Entwicklung, deren erste Glieder 
mit dem wesentlichen Teil von , übereinstimmen und deren weitere 
Glieder mindestens von derselben Ordnung sind wie das auf den wesentlichen 
Teil in y,; folgende Glied. Außerdem soll die Ordnung der Verzweigung 
des durch Ah, definierten Primteilers dieselbe sein wie die des durch y, de- 
finierten und endlich sollen die A; so gewählt sein, daß keine der Differenzen 
h,—h, durch eine höhere Potenz von x«—« teilbar ist, als nach den voraus- 
gegangenen Bestimmungen unbedingt nötig ist. 

Wir definieren nun Primteiler zweiter Stufe für die Stelle «, 5 durch 
die Entwicklungen 


l 


y=h,. en 


*) H, L. 8.45. 
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Die so definierten Primteiler brauchen nicht alle verschieden zu sein. Denn 
wenn zwei der Entwicklungen A, auseinander dadurch hervorgehen, daß « 
ein oder mehrere Male den Punkt a umläuft, so sind die zugehörigen Prim- 
teiler miteinander identisch. Die so definierten, voneinander verschiedenen 


Primteiler nennen wir b,,b,,---. Wir bestimmen nun einen Divisor zweiter 
Stufe 


= br bi -- 


so, daß jede der Funktionen A, durch g teilbar ist und nicht alle A, einen 
der Divisoren b, in einer höheren Potenz enthalten, als er in q vorkommt. 
Dann gilt: Jede ganze rationale Funktion von x,y, die durch p teilbar ıst, 
ıst auch durch q teilbar und umgekehrt. Zunächst folgt ohne weiteres aus 
der Definition von g: Jede ganze rationale Funktion, die durch p teilbar 
ist, ist auch durch y teilbar. 

Um das Umgekehrte zu beweisen, verfahren wir so: Es sei 5 
irgend eine ganze rationale Funktion, die durch q teilbar ist. 


Wir betrachten die Funktion 


C=aB+aA,+%A,+-++e,A,=@aB+A, 


wo die «, Konstanten sind. Es seien 7,,%7,... diejenigen Wurzeln von 
(=0, die für @=a den Wert 5 annehmen. Bestimmt man die Entwick- 
lungen dieser Wurzeln nach Potenzen von «—.« wie bei //, L. 8. 39 u. fg. 
und beachtet, daß nach Voraussetzung für =, die Funktion © mindestens 
durch dieselbe Potenz von «—a teilbar wird wie die Funktion A, so findet 
man, daß zunächst die Anzahl der »,, gleich der Anzahl der y; gleich % ist 
und daß ferner bei passender Wahl der Bezeichnung die Entwicklungen 
gelten 


„=h,+9; G=1,2,...k) 


dabei enthält g, nur Glieder, die mindestens von der Ordnung des in y,; auf 
den wesentlichen Teil folgenden Gliedes sind. 
Dann aber ist, wenn durch die Entwicklung 


u 
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irgend ein Primteiler a definiert ist, y—, immer mindestens durch dieselbe 
Potenz von x—a teilbar, wie y—y,. Daher ist auch (y—,)--(y—n,) und 
damit auch Ü durch dieselbe Potenz von a teilbar wie (y—y,)--- (y— y,) oder A. 
Es ist also © durch p teilbar, weil A durch p teilbar ist. Da aber alle 
A, durch p teilbar sind, so ist auch — wie bewiesen werden sollte 
B durch p teilbar. 





Es kann also für unseren Zweck p durch q ersetzt werden. Aber 
der Divisor q ist kanonisch. Es sei nämlich etwa b, der durch A, definierte 
Primteiler und er sei Verzweigungsteiler der Ordnung «@—1; dann ist in 
q die A-te Potenz von b, enthalten, wenn 


(9.) (y—y) (hi — y)- (1 Yu) 


3 
genau durch («— «)« teilbar ist. Nun sei d der zu q gehörige Doppelpunkts- 
divisor und 3 der Verzweigungsdivisor, dann ist d3 genau durch b7 teil- 
bar, wenn 


(6.) (A) (N) (hy hy) 


durch (a). teilbar ist. Es ist aber A,—/h, durch dieselbe Potenz von 
©—a teilbar, wie A,—y,, also ist „</, da in (5.) das Glied A,—y, vor- 
kommt, dem in (6.) kein Glied entspricht. Folglich ist q sogar durch v3 
teilbar, also sicher kanonisch. 

Es gilt noch folgender Satz: Es seien q und J' zwei kanonische 
Divisoren, die für den vorliegenden Zweck für einander gesetzt werden 
können. Es seien ferner Ö, d’ ihre Ordnungen und 2d,2d die Ordnungen der 
zugehörigen Doppelpunktsdivisoren. Dann ist d—-d=0d'—d. Man könnte 
die Differenz O—d etwa die charakteristische Zahl eines kanonischen Divisors 
]J nennen. 


Unter allen kanonischen Divisoren, die einander ersetzen können, gibt 
es solehe von möglichst niedriger Ordnung. (Man bekommt z. B. einen 
solehen, wenn man den kanonischen Divisor in der in diesem Paragraphen 
angegebenen Art bestimmt.) Ist diese möglichst niedrige Ordnung gleich 0, 
so nennen wir 
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(B,P)-d=2iu-d=D 


den Grad des Dünsors (5.) und auch den (Grad der durch (5.) bestimmten 
Klasse. Sind A und « hinlänglich groß, so ist der Grad nichts anderes als 
die Anzahl der Schnittpunkte irgend zweier ganzen Divisoren der Klasse 
vermindert um die Anzahl der allen gemeinsamen Schnittpunkte. 


$ 8. 


Die Dimension r, der Grad D und das Geschlecht o einer Klasse. 


Wir hatten unser Problem zurückgeführt auf die Aufgabe, alle ganzen 
rationalen Funktionen vom Grade (A, «) zu bestimmen, die durch einen 
gegebenen ganzen Divisor zweiter Stufe p teilbar sind. Die Stellen, denen die 
Primteiler von p zugeordnet sind, nennen wir Grundpunkte. Es seien dies 
die Stellen a,5;a,,d,;'+*. Nach dem Resultate des vorigen Paragraphen 
können wir annehmen, daß p ein kanonischer Divisor von möglichst nied- 
riger Ordnung ist. Die Ordnung von p sei d. Es sei ferner d der zu p 
gehörige Doppelpunktsdivisor und seine Ordnung sei 2d. 

Wir bestimmen nun eine ganze rationale Funktion F(x,y), die 
folgende Eigenschaften hat: 

1. F sei unzerlegbar und verschwinde an den Grundpunkten. 

2. Die Entwicklungen derjenigen Wurzeln von F=0, die für 
xv=a; den Wert 5b, annehmen, sollen so beschaffen sein, daß sie 
zur Definition der in p vorkommenden Primteiler benutzt werden 
können. und andere Wurzeln, die für ©=a, den Wert db, annehmen, 
sollen nicht vorhanden sein. 

3. Der Doppelpunktsdivisor von F=0 soll mit dem Doppelpunkts- 
divisor von p identisch sein. 

4. Der Grad (l,m) von F(x, y) soll nicht kleiner sein als (2, «). 

Der Divisor p kann jetzt auch aufgefaßt werden als ein Divisor des 
durch F=0 definierten Körpers %. Die Ordnung von p ist natürlich auch 
dann gleich 0. 

Unsere Aufgabe ist damit zurückgeführt auf die Aufgabe, alle ganzen 
rationalen Funktionen zu bestimmen, die als Funktionen des Körpers % 
unter Benutzung der Begriffe und Bezeichnungen des $ 1 die Zerlegung 
zulassen: 
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(7.) Gay)=-,, 


nin; 
wo g ein ganzer Divisor ist. Aber da p durch den Doppelpunktsdivisor 
d teilbar ist, so ist, nach dem in $ 1 über den Doppelpunktsdivisor an- 
gegebenen Satze auch umgekehrt jede Funktion aus %, die in der Form 
(7.) darstellbar ist, als ganze rationale Funktion von x,y, höchstens vom 
Grade (4, «) darstellbar. Unsere Aufgabe reduziert sich also auf eine Auf- 


gabe der T'heorie der algebraischen Funktionen einer Veränderlichen. Die 
Dimension r unserer Klasse wird identisch mit der Dimension der durch den 


Ind 
NE <_- # h un. 
Divisor — definierten Klasse des Körpers %. Daher ist, wenn wir mit 
p das Geschlecht des Körpers % bezeichnen, unter Benutzung des /tiemann- 
Rochschen Satzes 


(8.) r=1- nid er be... + Am+ul—d—-p+l. 


ni 


Wir betrachten nun weiterhin nur den Fall, wo die Dimension r >. 
Es sei dann A ein nicht gerade speziell gewählter ganzer nn aus (PP). 


Unter dieser Annahme können wir die ganze rationale Funktion . anstatt 


2 


Br 
F nehmen. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, daß die so gewählte 
Funktion F irreduzibel ist, d. h. daß der Divisor A ein Primteiler ist. Es 
ist jetzt (/,m)=(A,u) und infolgedessen ist der Zähler von /, der im 
Körper 5 identisch Null ist, auch ein ganzer Divisor der Klasse (PP). Es 
ist daher in (8.) rechts noch 1 hinzuzufügen. Ferner wird jetzt p gleich 
dem Geschlechte o der Klasse (P). Setzen wir noch in diesem Fall 


Por zi | Tr = 
so wird 
r=r +2lu—d—o+2; 
da aber 
I. e=A-1)u-N-d, 


so ergibt sich 
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II. r=r +(4+1)(u +) (dd). 
Die Ordnung des Divisors Ar Mr ist 


0 -2d—-2(I-+u), 


also kleiner als Null, wenn auch nur eine der beiden Größen A, « hinläng- 
lich groß wird. Dann aber ist sicher r’ als Dimension einer Klasse von 
negativer Ordnung gleich Null. In diesem Falle nennt man die Klasse 
(P) oder auch die zugehörige Kurvenschar regular. Für diesen Fall ist 


Il". r=(4+1)(u+1)-(0-d). 


Es ist dann also die Anzahl der linear unabhängigen Kurven der Schar 
gleich der Anzahl (A+1)(«+1) der linear unabhängigen ganzen rationalen 
Funktionen vom Grade (A, «) vermindert um die von A, unabhängige 
Zahl d—d, die charakteristische Zahl des Divisors p. 

Weiter ist nach der Definition am Schlusse des vorigen Paragraphen 
der Grad der Kurvenschar oder Klasse (?) 


Ill. D=24u 0. 
Aus den Gleichungen I., Il., III. ergibt sich 


IV. D=r—r+0—2. 


89. 


Das Produkt zweier Klassen. 


Es seien (P,) und (P,) zwei Klassen. Wir können annehmen, sie 
seien definiert durch die Divisoren 


BB 8 
# „ 


wo P,,P, ganze Divisoren zweiter Stufe, und zwar kanonische von möglichst 
niedriger Ordnung sind. Es liegt nahe, das Produkt der Klassen (P,), (P;) 
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° [4 . . » ” . . DL }, » . 
zu definieren als diejenige Klasse, die durch den Divisor Fı Ps definiert 


wird. Jedoch erweist es sich als praktisch, das Produkt in etwas kom- 
plizierterer Art zu definieren. 

Die Gesamtheit der in (/) enthaltenen ganzen Divisoren können 
mit p, einen gemeinsamen Teiler haben. Den größten gemeinsamen Teiler 
nennen wir p. Ebenso sei p” der größte gemeinsame Teiler der ganzen 
Divisoren von (73) und p,. Sind in (P,) keine ganzen Divisoren enthalten, 
so ist p=1 zu setzen, ebenso ist P"—=1 zu setzen, wenn (2) keine ganzen 
Divisoren enthält. Wir definieren nun das Produkt der beiden Klassen (/’,), 
(P,) durch die Gleichung 


rpı_l__ Pı®: 
IE eE Le) 
Diese Klasse wollen wir mit (/?) bezeichnen. Man zeigt leicht, daß die 
Definition unabhängig ist von der Wahl der Divisoren ®,, 3, innerhalb der 
Klassen (P,), (13). Wir benutzen die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 
und geben allen auf die Klasse (7) sich beziehenden Größen den Index 7, 
während wir alle sich auf (7°) beziehenden Größen ohne Index lassen. 
Wir beschränken uns weiterhin auf den Fall, daß die drei hier vor- 
kommenden Klassen mindestens die Dimension 1 haben und daß in jeder 
der Klassen wenigstens ein ganzer Divisor enthalten ist, der ein Primteiler 
ist. Es werde nun die Ordnung des Divisors p'p”, die immer gerade ist, 
mit 2% bezeichnet. Es ist dann, wenn die Ordnungen von (P,) und (3) 
hinlänglich groß sind, & die Anzahl der festen Schnittpunkte der Kurven 
der Schar (7) mit den Kurven der Schar (7/3). Die Anzahl der übrigen 
Schnittpunkte bezeichnen wir mit . Da die Zahl aller Schnittpunkte gleich 
ht, + A,u, ist, so ergibt sich die Gleichung 


(9.) k+i=-h, m +. 
Ferner wird 


(10.) (,u)=(4, +, 1 + 42), 
p=PpPp.p'p”, 


(11.) d=dtd, +2. 
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Weiter findet man für den zu p gehörenden Doppelpunktsdivisor 
d=d,d,p'p", 
woraus durch Vergleichung der Ordnungen folgt 
(12.) 2d—=2d, +2d,+2% oder d=d, +d,+k&. 


Es ist also, da p,, p, in kanonischer Form angenommen und also durch 
d,, d, teilbar sind, auch p durch d teilbar; daher hat auch p die kanonische 
Form. Durch Anwenden der Formeln des vorigen Paragraphen ergibt sich 


r=r ++ )(a+1)-(-d) 
und mit Benutzung der Gleichungen (9.) bis (12.) 

I. r=n t+n+i-I+r rn. 
Ebenso folgt 

Il. D=-21u-d=ND, +D,+2:, 

III. oe = (A -1)(u 1) -d=g +9 +ti-1. 


Damit sind die Hauptformeln aus der "Theorie der ebenen Kurvenscharen, 
und zwar unter den allgemeinsten Annahmen, hergeleitet. 








Zur Determinanten -Lehre. 


Von Herrn Louis Saalschütz in Königsberg i. Pr. 


Der nachfolgende Aufsatz behandelt in $ 1 ein einfaches neues 
Bildungsgesetz der Determinanten gerader Ordnung. In $ 2 folgt zum 
Zweck der Durchführung eines Beispiels zu $ 1 ein Satz über halbsymme- 
trische Determinanten. Der $ 3 bringt als das erwähnte Beispiel die bereits 
von (Grlaisher erwiesene Reduzierbarkeit einer Zirkulante (2m)-ter auf eine 
solche m-ter Ordnung, aber in direkter Darstellung. In $ 4 wird die Ordnung 
der darstellenden Determinante noch um eine Einheit erniedrigt. In $ 5 
endlich wird im Anschluß an $ 4 eine spezielle //ankelsche Determinante 
behandelt. | 


$1. 


Jede Determinante gerader Ordnung laßt sich als Quadratwurzel einer 
halbsymmetrischen darstellen; da nun letztere das Quadrat einer rationalen 
Funktion ıhrer Elemente ıst, gelangt man zu einem neuen Bildungsgesetz oben 
genannter Determinanten. 

Es sei nämlich 


(1.) D= d; d,; ... Am =2+a b, + Mami Im) 


Di Da on. Op 


Pı Pa ++» Pr? m 
Yı 92 +++ Jam 








so ist auch, mag m ungerade oder gerade sein: 
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(2.) . D=|+q + +@n|=D'; 
I=2ı -P " = Pan 


+!b, +b, + + ben 


Ei PT PP PS 








das Resultat der Multiplikation der beiden Determinanten D’ mit D ergebe: 


{ (3.) D’=D'D=Z+a,4n .. 4; (n=2m) 
darin ist 
d,>= 4 Iı = bıPı Br z Pı b, -q,4,= 0, 
=. - Pt" Fpb&— N, 
4, =%-bPpEt"+PpG-Ru=—An, 
und ebenso überhaupt 
(4.) 43=24,%—b,p + +p,b— 4.0, a: 


also 
(9.) 1,=0, A Eu PR 
also mit Benutzung der üblichen Bezeichnung für die Pfaff-Jacobische Funktion: 


(6.) D?=(1,2,3,...2m). 


Was nun das Zeichen von D betrifft, so ist das letzte Glied der 
Funktion (1,2,...2 m): 


4 ‚2m 4, 2m—1**’*® U m,m + 13 


der erste Faktor desselben «, ,, enthält den Summand «,g;,„, der zweite 
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Faktor enthält den Summand — b,p,„_ı usw., der letzte Faktor den Summand 
(-1D”' fm Imyı, wenn /,g die in der Mitte der Buchstabenreihe a, b,...f,Yy, 
... P, 9 stehenden Buchstaben sind; daher kommt unter den Summanden des 
Gliedes @, 2„'""@y,myı auch (abgesehen vom Vorzeichen) das Produkt 
A, dz*** fm Im+ı""Pam-ı Jam Vor, und nirgends anderswo, und das Vorzeichen 


m—|I m 


dieses Produktes ist für ungerades m: (—1) ? , für gerades m: (—1)?, was 


m (m _ 1) 


man in (-1) 2 zusammenziehen kann: Da nun in D) das Diagonalglied 
a,b" Pam -ı Jam 18t, so folgt aus (6.): 


nm(m—1) 


(7.) D=(—1) 7 (1,2,3,...2m). 


Von der Bequemlichkeit dieser Methode möge man sich etwa bei 
einer in reinen Zahlen gegebenen Determinante 4. Ordnung gegenüber der 
Zerlegung in 4 Determinanten 3. Ordnung überzeugen. 


$2. 
Als Beispiel eignet sich der Beweis eines Satzes von (rlarsher über 
die Zirkulanten (oder kyklischen Determinanten”), doch schicken wir einen 
Satz über halbsymmetrische Determinanten voraus: 


Wenn diejenigen Elemente a,, einer halbsymmetrischen Determinante 


% 
(2m)-ter Ordnung V=ZH+ta, 42'"dynam, bei denen die Summe der Indizes 
z+41 eine gerade Zahl ist, verschwinden, so laßt sich dieselbe durch eine 


Determinante m-ter Ordnung ausdrücken, namlıch 





(8.) Y=(1,8,8,..,8 m)—| d12 dı4 a dı 2m | u Reamy 
| 
d39 Az4 d3, 2m | 
| : * . 
| 
| dgm—1,2 Ag m—1,4 Ag m—1,2m 


Beweis. Sind « und : ungerade, g und » gerade Zahlen und «<., 
9<Zp, so ist, da der Voraussetzung nach «a, ;=0, 


*) Siehe Pascals Determinanten, Leipzig 1900, S. 73 ff. Herr Pascal, dem ich 
die Gleichung (7.) und ihren Beweis privatim mitgeteilt hatte, war so freundlich, mir 
einen Beweis zu schicken, den er auf die Laplacesche Regel gegründet hat. 
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(9.) (1,9; ı,P)=a,,a,+ up gi = | Aug Fup 


q;, 





d;» 


Bezeichnen wir ferner die Pfaffsche Funktion 2m-ter Ordnung (1,2,---2 m) 
mit /’(2n) und die Pfafschen Funktionen (2 m — 2)-ter Ordnung in folgender Art: 


(k,k+1,..2m,2,3..k-2)=P, (k==3,5,...2m +1) 


(Kyklos=2, 3,...2m,2; also (2m-+ 1)-kyklisch=2), dann ist, wie bekannt, 
da “3, @; usw. verschwinden, 


(10.) (1 „&yre. 2m)=a, P,+a,P+ "+0 2m-.2Fam-ı +4, 2m Fuss} 


und ordnen wir irgend ein P, (k als ungerade gedacht) so um, daß ab- 
wechselnd eine ungerade und eine gerade Zahl auf einander folgen, und 
sowohl die ungeraden Zahlen unter sich, wie die geraden Zahlen unter sich 
steigende Reihen bilden, wodurch P, in N, übergehe, so überzeugt man sich 
leicht, daß gemäß den Regeln betreffs der Vertauschung von Zahlen in der 
Pfaffschen Funktion 


(11.) N,=(3,2, BA .„.k—2,k—3,k,k+1,..2m—1,2m)=(—1) TP 
wird; somit ist | 

(12.) (1,2,...2m)=a, N— aa N ++ +(—- 1)" N,._ı +)" Nam ı 
wobei insbesondere 

P,n+ı =(2,3,..2m—2,2m—1), N,2+1=(3, 2,5,4,...2m—1,2m—2). 
Nun ist durch (9.) bewiesen, daß 
P(4)=(1,2,3,)=Ra; 

somit sind (unter Hinzufügung oberer Indizes zur Bezeichnung der Ordnung) 


für m=3, N=(3,4,5,6), N=(3,2,5,6), N=(3,2,5,4) Partial-Deter- 
minanten aus Ä.,, und somit nach (12.) 
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folglich sind für m=4: 


N,=(3,4,5,6,7,8), N,—=(3, 2,5,6, 7,8), 
N5=(3,2,5,4,7,8), Ni=(3,2,5,4,7,6) 


Partial-Determinanten aus /?,,, und daher nach (12.) wieder 


P8)=1an N} F+—a, N = Ra; 


und in gleicher Art ist der Beweis allgemein zu führen. 


8 3. 
Die Voraussetzung des vorigen Satzes trifft, nach der Umformung 


gemäß (4.), bei den Zirkulanten gerader Ordnung zu, d. h. bei Determinanten 
der Form: 


(13.) Upm a, dz d; ... IAym—ı Ay m 


di, di; Ad; ... di m A, 


p 
| 
Am dl Ay or Ayam2 Arm-ı 


Hier ist nach der durch Gleichung (4.) dargestellten Regel 


(14) a4 = {a4 — Qt, _ 1 + Ay. — Arch) 


+ IAaızı Ay m u (y% +2 Gm > na + Fan (Ag +2 ei Ugm (Agx+ 1 | = 0, 
ebenso ist bei zyklischer Verschiebung 


(15.) u.4,=0, 
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Hingegen ist 


2m 


2k—1 
(16.) d,2,= = (— 1) "a, at 3 U anaurz- 


und weiter 


2k—1 Im 
(17.) OL +r,2k—r =(— y| = (— 1) 'a, amt 2 (— Na, Oz u+2k—h 


h=1-+r 


+ > (— 3 ya AO, Ag = (— 1)’ a, x 


Az=1 


Im besonderen ist 
(18.) dı + m, 2!k— m un (— 1)" d,,2Ky (?k >m) 
(19.) a, r+11-1 =(, +3,4—2 USW., 


d. h. der Wert eines Gliedes a,, bleibt ungeändert, wenn man den einen 
der beiden Indizes um eine gerade Zahl erhöht und den andern um dieselbe 
Zahl vermindert, und noch 


(20.) Ü,rem, ı+e®' m (— 1)" A, 


worin e und € gleich + 1 oder —1 und voneinander unabhängig sind. 
Hieraus folgt, daß alle Elemente «,, gleich einem (oder dem im Zeichen 
entgegengesetzten) Element der Reihe 


. i 
(21.) dia, U, dy4, ... Am m+1 


sind. Infolge der Gleichung (15.) ist nun (mit Rücksicht auf (7.) und (8.)). 


m(m—1) | 
- a A da d N ... ü ‘ '® (=2m—1) 
(22.) (— 1) 2 "2 ER > a © 1, 2m | 








(da, Uz4 Uze ... d; 2m | 
| 


As Ayy Asp een Az am 


I 

| 
. 1) 
| 
I 





A,20,4Q,6 +. dl, 2m 
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Betrachten wir diese Determinante näher, so sehen wir erstens, daß 
die Diagonale bei ungeradem m aus den Elementen 


da d34 Use ... On,m +1 Am+2, m +3 ’°° Ay m — 1, 2m ) 
bei geradem m aus den Elementen 


(72034 Arge m Am —],m Um +1l,m+2°+* Agm—1,2 m 


besteht, welche man gemäß (20.) im ersten Fall durch 


Aa Azgooı Ay, m+1ı 432 Azgeoı A m—13 


im zweiten Fall durch 


dp Az. ala... 


m—1,m m—1,m 


ersetzen kann; — zweitens, daß die Elemente, welche auf einer der Neben- 
diagonale parallelen Linie stehen, wegen (19.) einander gleich sind. 

Im speziellen ist irgendeine Zeile der Determinante in (22.) von 
der Form 


Ayn+1,2 lan +1,34 +++ Alan +ı,2n lan +1,20 +2 +++ Alan +ı 2ms 


statt dessen kann man nach (19.) setzen für ungerades A: 


Ay z+2,n+1n+2,n +3 An +43,n +30 ++ lan +ı,2n *. 3 


für gerades A: 
dr +1,n+2 4n43,0+2 In +3,n+40++ lan zı,2un 0.» 


Dabei ist, wenn beide Indizes größer als m werden, die Gleichung (20.) 
anzuwenden, nämlich 


_fa,, für gerades m 


On ‚mt4 .. 
on la,, für ungerades m. 


Das Schlußglied ist für A=0 (1. Zeile der Determinante) bei geradem m: 


26* 
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Auyı,., bei ungeradem m: a, „+1; ist A>0 und gerade, so ist dasselbe 
4, +1,., für ungerades h: a, ,;ı. Die letzte Zeile (h=m-— 1) ist für ungerades m: 


An, m+1) di, +2,m +17 412 da, Ozyyer ln, m—1} 


für gerades m: 
Ay+1,m) Un+1,m+2 —=(d; dy3, (34; ... Un—i,m . 
Infolge dieser Bemerkungen erweist sich die Determinante in (22.) als 


Zirkulante in Übereinstimmung mit dem Glaisherschen Satz. 
Wir haben z. B. für m=5 und m=4; 


nu i | A 
( 10 nn (Aja Az, Az Azg Ash | , Us = | Gy Uzz Az Os. 
| r | 
Az, dy4 Azy As; Ara | | Oz, Ayg Asy Ara 
. | | e £ 
(23.) | A, As; Ass Aa Ay) |Ay4 Ass Ay2 Aa 


| 
Uz4 As Ayo Ayo Azy | 
! 


| | Gy Ayo Azg Az4| 
| | 


As; Aya Azz Azy Ass 


5.4. 


Wir ziehen aus der ursprünglichen Form von C,,, in (22.) noch einen 
Schluß. Wir bilden die Summe der Elemente der ersten Spalte in (22.). 
Aus (,, in (13.) folgt gemäß der Regel (4.) als 1. Glied von a,: a,a,, 
als 1. Glied von a,: a,;a,, usw., daher als 1. Glied der Summe 


S=4Ap +42 +4a+ + Aym-1,2 
dieses: (, +4 +4+ "+ 4-1) 4; ebenso ist die Summe der 3.Glieder von S: 


(a; ++. +0n-ıt+ a,) Ay, Oder (a, +043,+'.+ en, TOR 


usw., also die Summe aller Glieder mit positivem Vorzeichen: 


(a, + +++ Im); 
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in ganz ähnlicher Weise ergibt sich die Summe der 2. 4, ... 2m-ten 
Glieder in S: 


> 


— — (a,+ trat '.+ 4y.); 
folglich ist 


(24.) S=(a +++ :++0,,)(e + —auyEt -Ayu)- 


Nun ist aber die Summe der Elemente der anderen Spalten ebenfalls gleich 
S, wie aus dem Anblick von (23.) deutlich zu sehen; schreiben wir also 
statt der Elemente der 1. Zeile in (22.) die Summe der Elemente der be- 
treffenden Spalten, so können wir S vorziehen und dadurch den Grad der 
Determinante um eine Einheit erniedrigen. Da aber bei dem Übergang von 
(22.) zu (23.) keine Umformung eingetreten ist, sondern die Elemente der 
Determinante nur andere Bezeichnungen erhalten haben, so können wir, der 
Anschaulichkeit wegen bei den Beispielen bleibend, die erwähnte Prozedur 
auch in der Form (23.) der Determinante vornehmen und erhalten dadurch: 


Was endlich die Elemente «a,, @,, usw. selbst anbetrifft, so ist 
4=a+(- 1)" a, —2 (a, In — Gb. tu. ++ 1”a,a, +2); 


und die andern a,, «;,,, usw. folgen hieraus durch zyklische Erhöhung aller 
Indizes um je eine, bzw. je zwei Einheiten usw. 
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$5. 
Die Determinanten in Ü,, und C, sind Spezialfälle der Hankelschen 
Determinante*) 
H=)b b.--b,_.b,-ı|, 
be | 
(25.) EEE 
b, bb, br | 
b, bar bu_abus] 


nämlich solche, bei denen die Summe der n im allgemeinen voneinander 
verschiedenen Elemente 5,+5,+:--+D, verschwindet. Eine solche läßt sich 
durch Umkehrung der vorhin angewandten Prozedur auf eine zirkulare Deter- 
minante n-ter Ordnung zurückführen, was für ein gerades n zu empfehlen 
ist, sie läßt sich aber auch direkt behandeln. Da jedoch die Methode ähn- 
lich derjenigen bei der Auswertung der allgemeinen zirkularen Determinanten 
ist, so möge hier nur das Resultat angegeben werden. 
Bezeichnen «,,%,...@,_, die Wurzeln der Gleichung 


ar —] 


(26.) -_=0 
und setzen wir 

(27.) v()=bt+batbyat+b,ar”, 
wobei 

(28.) 0=b,+b,+b, +. +Db, 


vorausgesetzt wird, so ist die obige spezielle //ankelsche Determinante 
(n—1)-ter Ordnung: 


(n+2)(n—1) 


(29.) RE niet — 9 (a,)y()...W(d,_ 1). 


n 





*) Siehe Pascal, Determinanten S. 67. 
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Z. B. ist für n=5 und bei Einführung der Bezeichnungen 
Le(b+b)+bb-bb+bb)), 
L, = (b; + b,) + (b, b; rn b, b, + b, b;) 


die Determinante 


H-|46,5,5,|=—(L+31L,1,+223). 


bb 
b,bub.b, 
b, b; b, b, 
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Nouvelles applications des parametres 
continus & la theorie des formes quadratiques. 





Deuxieme Memoire. 


Recherches sur les parallelloedres primitifs. 


Par M. Georges Voronoi a Varsovie. 


Introduction. 


Les methodes connues de reduction des formes quadratiques positives 
binaires, ternaires et quaternaires*) reposent sur une propriet@ des formes 
quadratiques positives, A savoir: 


n n 
Chaque forme quadratique positwe 3 3 a,x,;x, a n varıables possede 
i=1lj=1 
dans ensemble E compose de tous les systemes (&,, %a, ....2,) de valeurs entieres 


des varıables &,%y ...%, nm minima consecutifs 
M<ZM<-<hM, 
determines a condition que le determinant & d’un systeme 


(1.) (a; an: ... Kali (I, Ingai l.2), iii (bin RER In) 


de representations de ces mınıma dans Üensemble E ne s’annule pas. 


*) Lagrange, Recherches d’Arithmetique. (Oeuvres, t. III, p. 695.) 

(auß, Disquisitiones arithmeticae. (Oeuvres, t. I, art. 171, p. 146). 

Lejeune-Dirichlet, Über die Reduktion der positiven quadratischen Formen mit 
drei unbestimmten ganzen Zahlen. (Oeuvres, t. II, p. 41.) 

Minkowski, Sur la reduction des formes quadratiques positives quaternaires. 
(Comptes Rendus des seances de !’Academie de Paris, t. 96, p. 1205.) 
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Dans tous les cas oü on a 
o=+l, 


on peut transformer la forme quadratique donnee Z>a,x,x, en une forme 
equivalente & l’aide d’une substitution 


n 
u} I (el). 2,000 n) 


Dans la forme transformee Z>«,x,x,, on aura 


;) 


AQu=M,. (k=1,2,...n) 


La forme obtenue Z>a,x,;2, s’appelle reduite d’apres les minima 
conseeutifs. 

Les formes quadratiques positives binaires, ternaires et quaternaires 
peuvent &tre reduites d’apres les minima conseeutifs.*) L’algorithme & l’aide 
duquel on effectue la reduction de ces formes est fond€ sur le theor&me 
suivant. 


Pour qu’une forme quadratique positive 


[ann 2) Z2a,%7, (n=2,3,4) 


soit reduite ‚d’apres les minıma consecutifs, d faut et il suffit qu’on ait les 


ınegalıtes 

(2.) Sy Zap eo Kan ir Aa rın + Zu) On ee 
et 

(3.) Ayı Eu, Ay < oe ee ER 


quelles que sorent les valeurs entieres des varvables 


Luger du _15 Lyiyrrı due (ka1,2,...n) 





*) Korkine et Zolotareff, Sur les formes quadratiques positives. (Mathematische 
Annalen, t. 6, p. 336 et t. 11, p. 242.) 
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En faisant 
(4.) zser+0;% ou d,=0 et i=1,2,..n. (&=1,2,...n) 


on determinera pour la forme donnee f(&, 2, ...2,) les nombres entiers 
Öiy... O1; Okyıyer 0, & condition que la valeur correspondante /(d,,... d,_1, 1. 
Ö, 417... 0,) soit la plus petite possible. En faisant successivement k=1,2,... 
et en repetant le procede expose, on transformera toujours la forme donnee 
a l’aide d’une serie de substitutions (4.) en une forme qui ne differe de la 
forme reduite que par une permutation des coefficients (n=2,3,4). 

Le procede expose dans le cas general ne peut @tre non plus pro- 
longe indefiniment et on arrivera toujours & une forme quadratique &qui- 
valente IF a,x,x, qui verifie les inegalites (2.) et (3.), mais on ne connait 
pas, ä partir du nombre des variables n 4, si les coefficients a,,(k=1,2,...n) 
dans la forme obtenue presentent un systeme de minima conse&cutifs, de plus: 
on ne connait m&me pas, si la reduction de chaque forme quadratique posi- 
tive d’apres les minima consecutifs est possible. 

On se debarrasse de la difficult& signal&e par le changement de la 
notion du systeme de r minima conseeutifs en ne considerant que les 
systemes (1.) qui verifient l’&quation 


C'est la methode connue d’Hermite*) qui a Et@ recemment reprise 
par M. Minkowskı dans le me&moire intitule: „Diskontinuitätsbereich für arith- 
metische Äquivalenz“**), 

En partant comme M, NMinkowskı de la m&me base: des travaux de 
Lejeune-Dirichlet et d’Hermite eoncernant les formes quadratiques positives, 
jai travaill& pendant douze ans dans un autre champ de recherches, etudiant 
les proprietes des syst&mes de nombres entiers qui representent le minimum 
de la forme 


n 
a, 0%, + 2 z a;%; 
i= 


*) Hermite, Extraits de lettres a Jacobi sur differents objets de la theorie des 
nombres. (Ce Journal, t. 40, p. 302.) 
**) Ce Journal, t. 129, p. 220. 
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dans l’ensemble EZ, la forme quadratique Z>a,x,x, etant positive et 
&, 0%, ... a, les parametres arbitraires quelconques. 
Dans le cas n=2, le probleme pose a &t& resolu par Lejeune- 
Dirichlet et par Hermite”). 
En refl&chissant aux prineipes qui ont servi de base dans ces recherches 
A ces deux illustres geometres, j’ai observe que le problöme @nonce est 
intimement li& au probleme de la reduction des formes quadratiques positives. 
En effet, Lejeune-Drrichlet et Hermite ont demontre le th&or&me suivant. 
Les conditions necessaires et suffisantes pour que Üinegalte 


ax + 2bzy+cy+2ac+2Py>0 
subseste, quelles que sorent les valeurs entieres de x et Y, Se ramenent en general 
a sic inegalites 


al’ +2blm+ cm’ +2(al+Pm)>0, 
(3.) . al” +2bl'm’+ cm” +2(a + pm) >0, 
al” +2hb!" m" +cem” +2 (el +Bm")>0, 





ou les systemes de nombres entiers 
(I,m), (!,m’) et (!’, m" 


ne dependent que des coefficients de la forme quadratique (a, b, ec). 

En envisageant les parametres « et 5 comme les coordonn6es cart@siennes 
d’un point («,/) du plan, on determinera par les inegalites (5.) un hexagone 
P qui est form& de trois paires d’ar&tes paralleles. L’etude des proprietes 
de l’'hexagone ? joue un röle important dans les recherches de Z,ejeune- 
Dhrichlet qui a indiqu& deux proprietes fondamentales de l’hexagone P. 

I. I! existe un groupe de translations de Ühexagone P a Tarde desquelles 
tout le plan sera couvert par les hexagones congruents, 

II. Chaque forme quadratique positive binawre peut ätre transformee 
en une forme equivalente (a, b, c) sahısfaısant aux conditions 


(6.) a—b>0, b>0,c—b>0, 





*) Lejeune- Dirichlet, Memoire eite. 
Hermite, Sur la theorie des formes quadratiques ternaires. (Ce Journ., t. 40, p. 178.) 


37° 
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L’hexagone P correspondant a la forme (a,b,c), dans le cas 
a—b>0, b>0, ce -b>0, 
est caraclerıse par les systemes 


(7.) (1,0), (0,1), (1,—]). 


Dans les cas a—b=0, voub=0, ou c—b=LV, Thexagone P se reduıt 
a un parallelogramme. 

Les inegalites (6.) definissent un domaine / de formes quadratiques 
binaires qui est parfaitement determine par les systemes (7.). 

A V’aide de la substitution 


ı=r,y=-y), 
on transformera le domaine /) en un domaine D’ defini par les inegalites 
(8.) a+b>0, -b>0, c+>V 
qui est caracterise par les systemes 


(1,0), (0,1), (1,1). 


On appelle reduites d’apres Selling les formes quadratiques positives 
binaires qui verifient les inegalites (8.)*). 

En effeetuant toutes les transformations du domaine D & l’aide des 
substitutions 


z=pXe+qgy, y-p&tgy 


ä coefficients entiers et A determinant + 1, on obtient un ensemble (D) des do- 
maines de formes quadratiques binaires. 

L’ensemble (D) des domaines partage uniform&ement l’ensemble de 
toutes les formes quadratiques positives binaires, c’est-&-dire: une forme qui 


*) Selling, Über die binären und ternären quadratischen Formen. (Ce Journal, 
t. 77, p. 143.) 
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est interieure & un domaine quelconque D) de l’ensemble (D) n’appartient 
& aucun autre domaine de cet ensemble; une forme qui est interieure & une 
face du domaine /) n’appartient qu’& un autre domaine de l’ensemble ())) 
qui est contigu au domaine /) par cette face. 

Les resultats exposes m’ont amene & un nouveau point de vue sur 
le probleme de reduction des formes quadratiques positives. 

Le probleme de reduction des formes quadratiques positives consiste en 


une partıtıon unıforme de lensemble des formes quadratiques positives ü larde 
des domaines de formes, determines a Tarde des inegalıtes lincaires et jownssant 
de la propriete que chaque substitution a coefficients entiers et a determinant 
+1 ne change pas Vensemble (D) de ces domaines. En partageant Tensemble (D) 
en classes de domaimes eqwiwvalents et en chorsıssant les representants de toutes 
les classes 


(9.) DR 


m— 1? 


In 


appellera redustes les formes quadratiques qui appartiennent a ces domaunes. 

On pourrait ajouter les conditions suppl&mentaires aux domaines (9.) 
en demandant: 1.) que m=1, 2.) que les formes quadratiques positives qui 
sont interieures au domaine /) ne soient pas @quivalentes et enfin, 3.) que 
le nombre des inegalites lineaires qui definissent le domaine /) soit le plus 
petit possible. 

J’espere revenir une autre fois au probleme pos& de la reduction des 
formes quadratiques positives. 

Dans ce memoire, je me borne & l’etude des domaines de formes qua- 
dratiques qu’on obtient en generalisant les resultats exposes des recherches 
de Lejeune-Dirichlet et d’Hermite pour les formes quadratiques positives A 
un nombre queleconque de variables. 

L’hexagone de Lejeune-Dirichlet peut &tre remplac& pour les formes 
quadratiques positives a n variables par un poly&dre convexe de l’espace 
analytique & n dimensions. 

Pour une forme quadratique positive FZ_&a,x,x,, le polyedre corre- 
spondant / presente un ensemble des points («,) verifiant Vinegalite 


ol 


(10). Z20,,%+2 20,0, >0 


dans l’ensemble &. Le polyedre / peut ätre determine & l’aide des in- 
egalites ind&pendantes 
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SZa,l,lı +t220,l,>0, &=1,2,...r) 


dont le nombre 27 ne depasse par une limite 
21<2(2"—]). 
Les systemes de nombres entiers 
(11.) 7.2 ( ME ROGaen, DS VOR. 5 (SPUR AUOGEDENE DR KDONeE, „7 (SUR SONBOE Die 
definissent par les &quations correspondantes 
zZ Za,lılı +2 20, l,= 


2 faces A n—1 dimensions du polyedre R. Comme ces faces se partagent 
en 7 paires de faces paralleles, j’appelle parall&elo&dre le poly&dre # correspon- 
dant a une forme quadratique positive quelconque. 

Les systemes (11.) jouissent de plusieurs proprietes importantes. 

1. Pour qwun systeme (I, b,... 2) appartienne a la serie (11.), ıl faut 
et d suffit que deux systemes (I,l,..4) ee (I, —b,..—L,) soient les 
seules representations du minimum de la forme ZZa,,x,x, dans Tensemble 
compose de tous les systemes de nombres entiers qui sont congrus au systeme 
(Iyly...l.) par rapport au modwe 2, le systeme L=0, L=0,...1,=0 
etant exchu. 

2. Parmi les systemes (11.) se trouvent toutes les representations du 
minimum arithmetique de la forme quadratique positive ZEa,r,®,. 

3. Parmi les systemes (11.) se trouwent tous les systemes (1.) que 
representent n mimma consecutifs de la forme ZZa,,x;%,. 

4. Tous les determinants quon peut former de n systemes quelconques 
appartenant a la serie (11.) ne depassent pas en valeur numerique une 
imite n!, 

En designant par le symbole S, le nombre de faces & » dimensions 
(—=0,1,2,...n—1) d’un paralleloedre Zt, jai trouve que 


I, Mi (n +- 1 -— v) ge” (m’).=ı 2 H=0,1,2,..n—1) 
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En faisant »=0 dans cette inegalite, on obtient 


Ss <(r+N)!, 


done le nombre des sommets d’un paralleloedre # ne depasse pas une 
limite (r+1)!. En faisant v„=n—1, on obtient 


5... <2a"—1). 


Je demontre dans ce memoire quwil existe des parall&eloedres pour 
lesquels le symbole S, s’exprime par la formule 


S,=(n+1-—rv) 4") (m”) 


(=0,1,2,...n—1) 


mzui® 


Tous ces paralleloedres sont primitifs. 

La notion des parall&loedres primitifs joue un röle important dans 
mes recherches. 

Je suis arrive & la notion des parall&loedres primitifs en observant 
que les paralleloedres poss&dent la propriet@ I des hexagones de Lejeune- 
Dirichlet, & savoir: 

I. I! existe un groupe de translations d’un paralleloedre R a Taide 
desquelles on rempht uniformement Tespace analytıque an dimensions par les 
paralleloedres congruents. 

Designons par (A) Tensemble des paralleloedres qui sont definis 
par linegalite 


u, +2 8a;l,, 


22a,2,%, +22, >223a 


yda,... 2, etant des nombres entiers arbitraires. Chaque systeme (/,) de 
nombres entiers caracterise un parall&eloedre de l’ensemble (A). 

Je demontre que l’ensemble (/?) des paralleloedres correspondant aux 
differents syst&mes (/;) de nombres entiers remplit uniform&ment l’espace & 
n dimensions. 

Le groupe correspondant de translations du parallöloedre # defini 
par les inegalites (10.) est compose& de vecteurs [4,] qui sont determines par 
les Egalites 
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n 
a Gl; (i=1,2,...n) 


,la,.../„ etant des nombres entiers arbitraires. 

Chaque sommet («,) des parall&loedres de l’ensemble (Zt) appartient 
au moins & n +1 paralleloedres.. J’appelle simple un sommet («,) qui 
n’appartient qu’& n + 1 parall&loedres de l’ensemble (Z) et j’etablis une notion 
de paralleloedre primitif commme il suit: 

On appelle paralleloedre primitif un paralleloedre dont tous les sommets 
sont simples. 

Tous les paralleloedres qui ne sont pas primitifs sont dits imprimitifs. 
A ce point de vue, l’hexagone de Lejeune-Dir:ichlet presente un paralleloedre 
primitif et chaque paralle&logramme est un parall&loedre imprimitif ä deux 
dimensions, 

Chaque paralleloedre imprimitif est une limite des parallelo&dres 
primitifs et peut &tre envisage comme un cas de degenerescence des parallc- 
loedres primitifs. 

Je partage les paralleloedres primitifs en types differents en carac- 
terisant un type de paralleloedres primitifs par un ensemble (Z) de simplexes 
correlatifs aux differents sommets des parall&loedres qui appartiennent A 
l’ensemble (A). 

Un sommet pareil («;) est determine par n+1 &quations 


= Za,lılı +2 Za,l,= A. (k=0,1,2,...n) 
A n+1 syst&mes de nombres entiers 


(rs banner da); (k=0,1,2,...n) 


je fais correspondre un simplexe J, en le definissant comme un ensemble 
de points qui sont determines par les &galites 


2= 5» Fly, OU >> 3=1 et 9, >0. @=0,1,2,...n,i=1, 2,..n) 
k==0 BR. 


k=!( 


L’ensemble (Z) des simplexes qui sont correlatifs aux sommets de 
l’ensemble (A) de paralleloedres primitifs jouit de propriet@s importantes. 
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1. L’ensemble (L) de simplexes partage uniformement Tespace ü n 


dimensions. 

2. En effectuant les dıfferentes translations d'un simplexe de Ü'ensemble 
(L) le long des vecteurs [1] qui sont determines par les nombres entiers 
arbitraires I,dy...1,, on obtient une classe de simplexes congruents qui appar- 
tiennent a Ü'ensemble (L). 

3. Le nombre des simplexes incongruents de lensemble (L) est fin«. 

La propriet€ II des hexagones de Lejeune-Drrichlet pour les paralle- 
loedres primitifs peut &tre generalisee comme il suit: 

II. Toutes les formes quadratiques qui definıssent les paralleloedres 
primitifs appartenant au type caracterise par Tensemble (L) de simplexes sont 


n(n+1) 


interieures a un domaine de formes quadratiques ä dimensions defini 


par des inegalites lineaures. 

J’obtiens les inegalites lineaires qui definissent un domaine /) de formes 
quadratiques correspondant & un ensemble (/) de simplexes en examinant 
les ar&tes incongruentes des parall@loedres primitifs appartenant au type 
caracterise par l’ensemble (7) de simplexes. 

Chaque sommet («,) des parall&loedres primitifs de l’ensemble (R). 
appartient & n+1 aretes [o,,«@„] de ces parall&loedres (k=0,1,2,...n). 


En posant 
0%; =Px%; (=1,2,..n;k=0,1,2,..n) 


on peut determiner le parametre positif g,, de maniere que les nombres 
Pıry Pary-+-Pn, Soient entiers et ne possedent pas de diviseur commun. Je 
demontre que le parametre o, s’exprime par une fonction lineaire 


(12.) EP, 


des coefficients de la forme quadratique donnee I F&a,,.x,x,, les coefficients 


a 


(k k ' ) 
pp pi, (i=1,2,..n; je1,?2,..n) 


etant rationnels, 
J’appelle regulateur de l’arte [«,,«,] la fonction g, determinde par 
la formule (12.); le systeme (p,,) est dit caracteristique de l’arete 


[0,0]. (k=0,1,2,...n) 


Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 3. 28 
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Comme laröte |[«,, «,,] est corr&lative a une face P, An —1 dimensions 
du simplexe /, qui est correlatif au sommet («,), j’appelle la fonetion (12.) 
regulateur de la face P, et le systeme +(p,) caracteristique de la face 
, du simplexe L (k=0,1,2,..n). 
En designant par 
0, et +(pa), (k=1,2,... 0) 


les regulateurs et les caracteristiques de toutes les faces incongruentes 
a n—1 dimensions de l’ensemble (/,) de simplexes, je demontre le theoreme 
important suivant: 

Le domaine de formes quadratiques qui est caracterise par Tensemble 
(L) de simplexes est defim par les inegalites linearres 


DyPn 
= Zz2pV) a, >0. (k=1,2,...0) 


Tous les domaines de formes quadratiques que j’ai etudies dans ce 
memoire possedent une propriete remarquable: ils sont des domaines 
simples, c’est-a-dire le nombre des inegalites independantes qui les 


definissent est egal er) 


Une autre coineidence a attirdE depuis longtemps mon attention: 
c’est la relation qui existe entre les resultats exposes dans ce memoire et 
ceux qui ont ete obtenus dans mon premier me&moire intitule: „Sur quelques 
proprietes des formes quadratiques positives parfaites“*). J’ai observe que l’en- 
semble de caracteristiques + (p,),k= 1,2,...o n’est autre chose que l’ensemble 
de toutes les representations du minimum d’une forme quadratique parfaite g. 
l,e domaine 7) ou bien coincide avec le domaine Ä correspondant A la 
forme parfaite p, ou bien presente une partie de ce domaine. 

Malgr« tous mes efforts, je nai pas reussi A decouvrir le lien qui 
rattache les deux problemes exposes et qui semblent 6tre si differents, 
abstraetion faite d’une formule remarquable 


u 1 4 3 
ZZaııe Fe = 9,9% (Pırkı + Par lat + Par Cu) 


qui fournit l’expression d’une forme quadratique arbitraire Fa, x,x, en fonetion 
des regulateurs 0, (k=1,2,...0) qui sont determines par la formule (12.). 





*) (’e Journal, t. 153, p. 97. 
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Dans cette formule &,(k=1,2,...0) sont des nombres entiers positifs 
qui ne dependent que des faces correspondantes des simplexes de l’ensemble (7). 
Aux differents types de parall&elo&dres primitifs correspond un ensemble 
(D) des domaines de formes quadratiques. L’ensemble (/)) partage uni- 
form&ment l’ensemble de toutes les formes quadratiques positives & n variables. 
J’expose dans ce memoire un algorithme & l’aide duquel on peut 
determiner tous les domaines de formes qui sont contigus A un domaine de 


‚„ n(n+1) 
m 2 


se ramene & une certaine reconstruction de l’ensemble (/,) de simplexes en 
un autre ensemble (1). 

L’ensemble (/)) des domaines de formes se transforme en soi-m&me 
par toutes les substitutions A coefficients entiers et & determinant +1. En 
partageant l’ensemble (/)) en des classes de domaines @quivalents, on obtient 
a l’aide de l’algorithme expose les representants 


Din 


l’ensemble (D) par les faces — 1 dimensions. Cet algorithme 


des classes differentes de domaines appartenant & l’ensemble (7). 

En appelant reduites les formes quadratiques qui appartiennent aux 
domaines obtenus, on etablit une methode nouvelle de reduction des formes 
quadratiques positives. 

J’ai applique la theorie generale exposde A l’&tude des deux types de 
paralleloedres primitifs de l’espace ä rn dimensions qui correspondent au do- 
maine principal des formes quadratiques et aux domaines qui sont contigus au 


‚ n(n--]1) 
> 


domaine prineipal par les faces A — 1 dimensions. Le domaine 


— 


prineipal est defini par les inegalites 


n 
3 Au 0, (i=1,2,...n) 
kl ° 

— d, Zr. G=1,2,.n: jel,2,.n: i$)) 


J’etudie en detail les paralleloedres de l’espace A 2, 3 et 4 dimensions. 

Dans l’espace & 2 dimensions, il n’existe qu’un seul type de paralle- 
loedres primitifs, a condition qu’on ne considere pas comme differents les types 
equivalents; c’est ’hexagone de Lejeune- Dirichlet. 

L’ensemble (D)) des domaines est compose dans ce cas d’une seule 
classe dont le repr&sentant est le domaine principal defini par les inegalites (8.). 
28* 
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Dans l’espace a 2 dimensions, il n’existe qu’une seule espece de 
paralleloedres imprimitifs — c’est le parallelogramme, 

Dans l’espace & 3 dimensions, il n’existe qu’un seul type de paralle- 
loedres primitifg — c’est un polyedre & 14 faces dont 8 sont hexagonales et 
6 sont parallElogrammatiques. 

L’ensemble (7)) des domaines est compose dans ce cas d’une seule 
classe dont le representant est le domaine prineipal. En appelant reduite 
une forme quadratique positive ternaire ar +a'y+a" 2 +2byz+2b'z0+2b" xy 
qui appartient au domaine principal determine & l’aide des inegalites 


a+b'+5">0, @+b"+5>0, a" +5+6>0, -5>0, —5>0, -b">0, 


on arrivera & la methode de reduction des formes quadratiques positives 
ternaires due A Selling”). 

Dans l’espace & 3 dimensions, il existe 4 especes de paralleloedres 
imprimitifs, ce sont: 1.) le parallelopipede, 2.) le prisme & base hexagonale, 
3.) le dodecaedre parallelogrammatique et 4.) le dodecaedre A 4 faces 
hexagonales et & 8 faces parallelogrammatiques. 

Dans l’espace & 4 dimensions, il existe trois types de paralleloedres 
primitifs. L’ensemble (D) des domaines est compose de trois classes de do- 
maines de formes quadratiques quaternaires. 

J’ai determine les trois representants de ces classes 


D,D', D". 


En appelant reduites les formes quadratiques positives quaternaires 
qui appartiennent aux domaines D, D' et D", je suis arrive & une modi- 
fication de la methode de reduction des formes quadratiques positives quater- 
naires due & M. Üharve*). 

Jusqu’a present, je n’ai considere que les paralleloedres qui sont 
definis par les formes quadratiques positives. 

On peut envisager le probleme de partition uniforme de l’espace 
analytique & » dimensions par des poly&dres convexes congruents indepen- 
damment de la theorie des formes quadratiques, 





*) Selling, Memoire cite. 

**) (‚harve, De la reduction des formes quadratiques quaternaires positives 
(Comptes-Rendus des seances de l’Academie de Paris, t. 92, p. 782 et Annales de l’Ecole 
Normale superieure, 2£ serie, t. XI, p. 119). 
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En appelant parall&loedre chaque polyedre convexe qui jouit de la 
propriete ], je demontre le remarquable theor&me suivant. 
En effectuant toutes les transformations lineaires possibles a Tarde du 


groupe contiınu de substitutions 
n j 
v=0tut 2 0,% (i=1,2,..n) 
k=1l 


a coefficients reels quelconques d’un paralleloedre primitif, on obtient un en- 
semble de paralleloedres primitifs qui est parfaitement determine par une classe 
de formes quadratiques positives equivalentes, a condıton qu'on ne considere 
pas comme differentes les formes quadratiques a coefficients proportionnels. 

En vertu de ce th&or&me, le probl&me de partition uniforme de l’espaceän 
dimensions par des parall&loedres primitifs congruents se ram&ne toujours A l’&tude 
des parall&eloedres primitifs correspondant aux formes quadratiques positives. 

Je suis port@ & croire, sans pouvoir le d@emontrer, que le th&eor&me 
Enonce est aussi vrai pour les parall&eloedres imprimitifs. 

Les paralleloedres de l’espace & 2 et & 3 dimensions ont ete etudies 
par M. Fedorow*) qui a d&couvert & l’aide de considerations purement g&eome- 
triques l’existence de deux espe&ces de paralleloedres dans l’espace & 2 dimen- 
sions et l’existence de cingq especes de paralleloedres dans l’espace & 
3 dimensions. M. Fedorow a demontre qu’il n’existe pas d’autres paralle- 
loedres dans l’espace & 2 et & 3 dimensions, 

Les paralleloedres a 3 dimensions de M. Fedorow jouent un röle 
important dans la theorie de la structure des cristaux **). 





*) Fedorow, Elements de la theorie des figures. St. Petersbourg, 1885 (en russe). 
Fedorow, Reguläre Plan- und Raumteilung. (Abhandlungen der K. bayer. Akademie der 
Wiss., IL Cl., XX Bd. II Abt. München, 1899.) 

Voyez aussi: Minkowski, Allgemeine Lehrsätze über die convexen Polyeder. 
(Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Mathem.- 
physikalische Klasse, 1897, p. 198.) 

**) Voyez: Fedorow, Cours de la Cristallographie. St. Petersbourg, 1901 (en russe). 

Soret, Cristallographie physique. Geneve, 1894. 

Schönflies, Kristallsysteme und Kristallstruktur. Leipzig, 1891. 

Sommerfeldt, Physikalische Kristallographie. Leipzig, 1907. 








Premiere partie. 


Partition uniforme de l’espace analytique & 
dimensions & l’aide des translations d’un möme polyedre convexe. 


>» 





Section I. 


Proprietes generales des paralleloedres. 


Sur les polyedres convexes a n dimensions. 


1. On appellera point de l’espace analytique & n dimensions ehaque 
systeme (2,2%, ...2,), ou simplement (x;), des valeurs r&elles des variables 


TI h) Hi) ’ ... Le 
Envisageons un systeme d’inegalites lin&aires 


2 | 
(1.) At % 0,2%; >0 (k=1,2,...0) 
i=1 a 


a coefficients r&els quelconques. 
On dira que l’ensemble A des points verifiant les inegalites (1.) est 


& n dimensions, s’il existe des points satisfaisant aux conditions 
Ar + 2a, 2.>%. (k=1,2,...0) 


On les appellera points interieurs & l’ensemble AZ. 
Principe fondamentaf’). Pour que lensemble R des points verifiant les 
inegalites (1.) sort a n dimensions, «l faut et u suffit que lequation 


0,+ z 0: (Au + 24, x,)=0 





*) Le principe enonce ne differe que par la formulation du principe fondamen- 
tal expose dans mon premier memoire intitule: Sur quelques proprietes des formes 
quadratiques positives parfaites. (Ce Journal, t. 133, p. 113.) 
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ne se reduse pas a une ıdentite tant que tous les parametres Qu Q1y+.. Q, sont 


positifs ou nuls. 

Definition I. On appellera polyedre convexe chaque ensemble des points 
verifiant un systeme d’inegalites linearres, a condition que cet ensemble sort 
borne et ü n dimensions. 

2. Admettons que les inegalites (1.) definissent un poly&dre convexe 
R et supposons que toutes les inegalites (1.) soient independantes. Dans ce 
cas, le polyedre /? possede o faces & n—1 dimensions qui sont definies par 
les @quations correspondantes 


Aut Za,;=0. (=1,2,...0) 


Definition II. Supposons qu'un point (a,) appartenant a R verifie les 
equations 


(2.) Ayrt+ a, =), (r=1,2,..) 


et quon aut les wmnegahtes 


At = a; ,>V. (kk=u-+1,..0) 


Designons par v le nombre des dimensions de ensemble P(v) compose 
des points appartenant a R et verifiant les equations (2.). On appellera face 
a v dimensions du polyedre IR lensemble Pv)(v=0,1,2,...n—]1). 

Dans le cas »=1, on appellera arte du polye&dre R une face P(1) 
et dans le cas v—=(0, on appellera sommet du polyedre AR une face (0). 

Pour plus de generalitt dans les notations, on designera par le 
symbole P(n) le polyedre /i lui-m&me. 

Sous cette restrietion, on peut @noncer la proposition suivante: 

Chaque point appartenant au polyedre R est interieur a une face P(v) 
de ce polyedre, ou v=0,1,2,..n. 

3. Supposons que le polyedre /t possede s sommets 


(&), (Ba). (8) 
Designons par 


(1), (Ea)yr (Om) 


tous les sommets de AR qui verifient les @quations (2.). 
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Theoreme*), La face P(v) a v dimensions (v=0,1,2,...n) du 
polyedre R define par les equations (2.) presente un ensehible de um 
determines a Taide des egalıtes 


= 59 0; ou zsI —=1 et 3,>0. (r=1,?2, ..m) 


r u 


Ensemble des domaines a n dimensions correspondant aux differents sommets 
d’un polyedre conveie. 


4. Supposons qu’un sommet («,) du polyedre AR soit determine par 
les &equations 


(1.) A. + Zar; =0. (k=1,2,...4) 


Definition. On appellera domaine correspondant au sommet (a;) Üen- 
semble A des points determines a laıde des egalıtes 


(2.) „mE 0,4, 0 >. @=1,2,...m) 
=] ers 


Designons par 
(3.) Mi Age sur A, 


les domaines correspondant aux differents sommets 


(u), (Ea)y «-. (&) 


du polyedre R. En vertu de la definition &tablie, l’ensemble (3.) de do- 
maines jouit des proprietes suivantes: 

I. Tous les domaines de Tensemble (3.) sont a n dimensions. 

Admettons que le domaine A determine par les &galites (2.) ne soit 
pas & n dimensions. 

Tous les points (x;) appartenant au domaine A verifieront au moins 


une €quation lineaire 
zp;=V. 





*) Voyez mon memoire cite, n? 12. 
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En vertu de (2.), on aura 


(4.) Zy,a,—=0. K=1,2,.. 4) 


Comme les &quations (1.) definissent un sommet («,) du polyedre Z}, 
on trouvera parmi les syst&mes 


(Au, ... d,,); (Ay, ... 4); .. (Ayu ... (,,) 


n systemes dont le determinant ne s’annule pas; il s’ensuit que les Egalites 
(4.) sont impossibles. 

II. Chaque point de Tespace a n dimensions appartient au moins a un 
domaine de lensemble (3.). 

Soit (a,) un point arbitraire. Examinons les sommes 


2 0,8; G=1,2,...s) 


et supposons que la plus petite somme >a,«, corresponde au sommet («,) 
defini par les @quations (1... On aura les inegalites 


24,0, > 2a,0. (k=1,2,...5) 
En vertu du th&eoreme du n° 3, on obtient 
Za,%> Za,o, 


quel que soit un point (x,) appartenant au polyedre At. 
On en conelut que les inegalites 


z2a,,— Za2>0V$ et a,u+ 2a, >O (k=1,2,...0) 


ne peuvent pas definir un polyedre & n dimensions et, en vertu du prineipe 
fondamental du n’ 1, on aura une identite 


o+toeZaa,— Za,x,)+ 5 9 (au + Za,)=0, 
k=1 


x 
ou 


0, e>0, ,>d. (k=1,2,...0) 


Journal für Mathematik. Band 134. Heft 3. 29 
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En faisant 2,=e, dans cette identite, il viendra 


+ R (ax + Fa.) =0, 
et comme d’apres la supposition faite 
Axt Zar; >O 
tant que A=u+1,...0, il est necessaire que 


vl), Our =0, ... 0,=V, 


done 
u 
0 (3a, = zo, x) + =, : (Ay + PM x;) .. v. 
On en tire 


4 9, 
= 5 Ha, ou 2.550, (k=1,2,...4) 
k=1 0 ee 


done le point («a,) appartient au domaine 4. 

Ill. Un pownt qui est interieur a une face A(v) (v=0,1,2,...n) d’un 
domaime quelconque de lensemble (3.) n’appartient qu’aux domaines de Üen- 
semble (3.) qui sont contıgus par la face A(v). 

Admettons que le point («,) soit interieur A& une face A(v) du 
domaine A. 

En designant par 


(a,.); (4,.), ... (a;,), T< u 


les points qui caracterisent la face A(v), on peut poser*) 


T 
= 5 0,4, U 9 >V. (k=1,2,...7) 
k=1 


Admettons que le point («,) soit interieur A une autre face A’(v') d’un 
domaine A’ qui correspond & un sommet («;). On peut poser 


1! 
> 4 
d,= > 0,4; ou 0, —>V. (h=1,2,...7) 
hi 


*) Voyez mon memoire cite, n® 13. 
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En vertu de ces &galites, on aura une identite 


z e tz ' 
(3.) 0, + = 0; (Ay; + 24; %;) _. = 0) (ag, + za; x;) . 
En faisant dans cette identit€ 2,=«,;, on obtient 


1! 
u . ' ' a % ' 
Qu, = = 0, (@,,, — (l;, 0;); 


h= 
et il en resulte que 
u — 0. 


En faisant dans l’identite (5.) «,=«';, on obtient 


T 
7 v ' } 
9.+ na (la. t+Za; @;) =(; 
Ayet Za,;=0. (k=1,2,.. 7) 
De la m&me maniere, on trouve 


at, =0. (=1,2,..7N) 


On en conelut que les deux faces A(v) et A’(v') coineident”). 
En vertu des proprietes demontrees de l’ensemble (3.) de domaines, 
on dira que cet ensemble partage uniform&ment l’espace & n dimensions. 


Definition du groupe des vecteurs. 
5. Definition 1. On appellera vecteur Üensemble des points determines 
a Vaıde des egahtes 


(1.) s=0,+u(e,—a,) ou 0 <Zu<i1W, 
(a,) et (a/) etant deux points quelconques dıifferents. 


On designera le vecteur determine A l’aide des &galites (1.) par le 
symbole [«,, ©;]. Dans le cas «,=0 (1=1,2,...n), on designera le vecteur 
correspondant par le symbole [«;] et on l’appellera vecteur du point («;). 

Definition II. Supposons que 


(2.) [Aalı [Ai2)ıe-- [Am] 





*) Voyez mon memoire cite, n® 20, p. 133. 
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_ 


sosent les vecteurs des points arbitrawres (Az), (Air)y- (An). On appelleru 
groupe de vecteurs Üensemble (7 des vecteurs determines a Tarde des egali tes 


m 


= Px I, hir , 
k=1 


hy... 1, elant des nombres entiers arbitraires. 


m 


19 


On appellera base du groupe ( de vecteurs les vecteurs (2.). 


Translation des polyedres. 
6. Definition. Effectuons une transformation lineaire d’un polyedre R 


a Taide d’une substitution 


(1.) zen, (ie=1,2,..%) 


les coefficients hyyday...h, elant arbitraıires. On dira qu’on a effectue une 


translation du polyedre Rt le long du vecteur [A,]. 
Supposons que le polyedre / soit determine par les inegalites 


It Fa, >V. (k=1,2,..0) 


Le polyedre transforme Zt sera determine, en vertu de (1.), par les 
inegalites 
Ay + Za,(;—4)>V. (k=1,2,...0) 


On appellera congruents les polyedres A et Ä. 

4. Soit G@ un groupe de vecteurs. En effectuant les translations 
differentes du polyedre A le long des vecteurs appartenant au groupe (G, 
on formera un ensemble (/?) de polyedres congruents. 

On dira que l’ensemble (/) de polyedres congruents partage uni- 
form&ment l’espace & » dimensions aux conditions suivantes: 

I. Chaque point de Tespace ü n dimensions appartient au moms a un 
polyedre de Tensemble (Rt). 

Il. Un point qui est interieur a une face quelcongue P(v) (v=0,1,2,...r) 
dun polyedre de lensemble (BR) n’appartient qwWaux polyedres de ensemble (FR) 


que sont contıgus par la face P(v). 
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Definition des paralleloedres. 


8. Defimtion. On appellera paralleloedre chaque polyedre converxe Ri 
possedant un groupe G de translations ü Taride desquelles on peut remplır 
unıformement Tespace a n dimensions par les polyedres congruents au 
polyedre &. 

En vertu de la definition &tablie, les paralleloedres possedent une 
propriete importante, & savoir: 

En effectuant une transformation lineaire d’un paralleloedre «a Tarde 


Tune substitution a coefficrents reels quelconques 


n 
ys m v ! —. 
2, =0uF+ > O;pY%ıs (ii, 2,.:.0%) 
Al 


on obtient un polyedre convexe qui est aussi un paralleloedre. 
Observons qu’en vertu de la definition etablie, chaque parall&lopipede 
de l’espace & n dimensions est un paralleloedre. 


Proprietes du groupe de vecteurs d'un paralleloedre. 
%. Supposons qu’un paralleloedre /? soit defini par les indgalites 
(1.) Ak . za, >V. (ui; 2, .. o) 


Designons par @ le groupe du paralleloedre / et supposons que le 
groupe (7 possede la base 


(2.) [Aul, [Aalı +. [Am]. 


Tous les vecteurs qui forment la base du groupe (7 ne peuvent pas 
verifier une m&me &quation lindaire 


Zyh=V, 


puisqu’ autrement l’ensemble (/?) des paralleloedres congruents ceorrespondant 
au groupe @ ne remplirait pas l’espace A » dimensions. 
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On en conclut que parmi les vecteurs (2.) se trouvent n vecteurs 


(3.) [Als [Any +. [An] 


dont le determinant + / ne s’annule pas; on les appellera ind&ependants. 
Thheoreme I. La valeur numerique 4 du determinant de n vecteurs 
independants possede une Iimite 


I> J dr, dx, ..da,. 
(R) 


Soit («,) un point quelconque qui est interieur au parall&loedre A. 
Introduisons dans nos recherches un parallelopipede X determine A l’aide 
des egalites 


n 
(4.) =a+ 3 u Aa, G=1,2,..n) 
k=1 
ou 
(3.) — 0<_ un <6, (k=1,2,..n) 


On peut choisir le parametre positif d, de maniere que tous les 
points du parall&loedre /? defini par les inegalites (1.) appartiennent au 
parallelopipede X. 

Prenons un nombre entier positif m et determinons (m + 1)" syst&mes 
(/,2,.../,) de nombres entiers verifiant les inegalites 


(6.) 0<L<m. @=1,2,...n) 
Designons par 
(7.) Mr EP. (h=1,2,... (m+1)") 
k=1 
(m+ 1)" vecteurs correspondants appartenant au groupe (@. 


En effeetuant les translations du parall&loedre /? le long des vecteurs 
(7.), on obtient (m-+ 1)" parall&eloedres differents de l’ensemble (RR): 


(8.) w; M=1,2,... (m+1)R) 


Designons par // un parall&lopipede qui est determine par les 
egalites 
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(9.) T, — 0, - =, U, hi, a (i=1, 5.0003 
ou 
(10.) —d< u <m+to, (k=1,2,..%) 


Je dis que tous les points des paralleloedres (8.) appartiennent au 
parallelopipede //. En effet, soit (=?) un point quelconque du parall&eloedre 
R®(h=1,2,... (m+1)"). En posant 


(11.) zei), (i=1,2,...n) 


on obtient un point («,) appartenant au parall&eloedre Zi qui est congruent 
au point donne (x!”). En vertu de (4.), (7.) et (11.), on obtient 


n 
mo, + = (1, + U) hrs 


et & cause de (5.) et (6.), il vient 
—-0< I, + u, en m-+ Ö, (k=1,2,..n) 


done le point (a) appartient au parall&lopipede /7. 
Il s’ensuit que 


[ dx,da,... da, >= [ BR, dr (M=1,2,...(m+1)") 


(H) " Tert) 


En observant que 


/ da,da,...da,=4(m+ 20)" 


177 
et que 


/ dx, da, 05 dx, see / di, dr, 2» dz,. (h=1,2,.. (mn+1)") 


“(rh) (rk) 


on obtient 


Am +28 >(m+1)" / da,da,...da,. 


(R) 
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En faisant eroitre indefiniment le nombre m, on trouve 


4> S da,da,...da,. 


(R) 


10. Theoreme II. Le groupe (@ des vecteurs d’un paralleloedre possede 
une base formee de n vecteurs independants. 

Designons par G’ un groupe de vecteurs ayant la base (3.). Il peut 
arriver que les deux groupes @ et (@ coincident. Dans ce cas n vecteurs 


(3.) presentent une base du groupe @. 
En admettant le contraire, on aura parmi les vecteurs (2.) au moins 
un vecteur [A;] qui n’appartient pas au groupe @. En posant 


n 
' m 
h,; A hir 


on aura parmi les nombres /,,4,.../, au moins un nombre qui sera 


fractionnaire. 
Designons par /,%,... /„ les nombres entiers v£Erifiant les inegalites 


et supposons que ,—/,#0. 
En designant 


Pe Da (da=1,2,..n,i% r) et ,=kh—Zlı,, 
on obtient un systeme de » vecteurs independants 


[2 251,::B5) 
appartenant au groupe (7 dont le determinant + 2’ v£rifie l’inegalite 
0<1<54. 
Le proc&de expose ne peut @tre prolonge indefiniment, en vertu du 


theor&me I, done on obtiendra toujours un systeme de rn vecteurs formant 
la base du groupe @. ü 
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11. Theoreme III. La valeur numerique A du determinant d’un 
systeme de n vecteurs formant la base du groupe (7 sexprime par la formule 


A = / Be. ER. 


(R) 


Supposons que le systeme (3.) de  vecteurs pr&sente une base du 


groupe G. 
Introduisons dans nos recherches un parall&lopipede //’ determine A 


l’aide des &galites 


n 
(12.) a Up hy (ie=1,2,...0) 


\ 
vu 
(13.) ’<Zu md. (k=1,2,...n) 


Je dis que chaque point du parall&lopipede //' appartient au moins 
a un des paralleloedres (8). En effet, soit (x) un point quelconque du 
parallelopipede /7'. 

Designons par Zi’ un paralleloedre de l'ensemble (/?) auquel appar- 
tient le point (x). Soit [A] le vecteur qui definit une translation du 
paralleloedre A en A". En posant 


2 


(14.) v=n—h, 
on obtient un point (x,) appartenant au parälleloedre /? qui est congruent 


au point (2). En vertu de la supposition faite, le vecteur [A,] peut &tre 
determine par les Egalites 


(15.) eigii,. 
k= 


Comme le point (z;) appartient au parallelopipede //’, on presentera 
les egalites (14.), A cause de (12.) et (15.), sous la forme suivante: 


v,=@+ 5 (u — Li) Ay: 
k=1 
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Le point (z;) appartenant au parall&lo&dre A appartient aussi, en vertu 
de la supposition faite, au parallelopipede X determine par les egalites (4.), 
a condition de (5.). Il s’ensuit que 


I ww <b, (&=1,2,...n) 
et comme, a cause de (13.), 
I<m<—m—b, (=1,2,..n) 
il vient 
0<L,<m, (kza1,2,..n) 


done le vecteur [A,] determine par les Egalites (15.) se trouve parmi les 
vecteurs (7.) et le point examine (x) du parallelopipede ZZ’ appartient ä un 
paralleloedre de la serie (8.). 

Il s’ensuit que 


[ dayda....da,< [ dxda,...dx,, =1,2,...(m+1)®) 
“an "(hy 
done 


I(m— 20)" <Z(m+ 1)" 5 #2... 


(R) 


En faisant croitre indefiniment le nombre m, on obtient 


IA< S da, dä... .de, . 
(R) 


En vertu du theoreme I, il est necessaire que 


= / da, da,..dıx,. 


(R) 


Proprietes des faces a n—1 dimensions d’un paralleloedre. 


12. Supposons qu’un parall&loedre AR soit defini par les inegalites 


independantes 
Axt Zaı u; >d. (k=1,2,...0) 
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x 


Designons par F, (k=1,2,...0) les faces & n—1 dimensions du 
paralleloedre / determinees par les equations correspondantes 


(1.) At PI/M L; = 0 . (k=1,?2,.. 0) 


Soit («,) un point qui est interieur a la face /,. Examinons un 
parallelopipede A defini par les £galites 


(2.) = 0; +0, ot |u,|<e. d=1,2,..n) 
On peut choisir un parametre & si petit qu’on aura les inegalites 


(3.) (ı, H BY MM L; > 0, (r=1,2,.01 ı,r$k) 


quel que soit un point (2,) du parallelopipede A. Il en resulte que tous 
les points du parallelopipede A verifiant l’inegalite 


(4.) Aut Za,; >09 


appartiennent au paralleloedre AR. Comme le point («,) verifie l’@quation 
(1.), Vinegalite (4.) se reduit, & cause de (2.), a celle-ei 


Zu >, 


Je dis qu’on peut choisir une valeur du parametre e si petite que 
tous les points du parallelopipede X verifiant l’iinegalite 


Za,u, <oO$ 


appartiendront & un autre paralleloedre /, de l’ensemble (/). On demon- 
trera aisement la proposition enoncee en s’appuyant sur les proprietes 
demontrees du groupe (7 de vecteurs. 


30* 
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Deux paralleloedres A et /t, sont contigus par la face Aä n—1 


dimensions. 
Designons par [A,,) le vecteur qui definit une translation du parallc- 


loedre R, en AR. 
La face /, qui est definie dans le paralleloedre A par l’&quation 
(1.) sera definie dans le paralleloedre /?, par l’&quation 


(3.) — Ay — Fa, —0. 


En effeetuant une translation de la face P, le long du vecteur [A;|, 
on obtient une autre face /, du paralleloedre /? qui sera dans ce paralle- 
loedre determinee par l’&quation 


— Ay Za, a; A). 


On appellera paralleles les faces 7, et P; du paralleloedre #. 
Nous sommes arrives au r@sultat important suivant: 
Toutes les faces a n—1 dimensions d'un paralleloedre peuvent etre 


partagees en paires de faces paralleles. 
13. Designons par 
A 1 


tous les paralleloedres qui sont contigus au parall&eloedre /? par les faces 
P, Pay... P,. Designons par 


(6.) | [alı z)ı sr [Ai] 


les vecteurs correspondants. 
En vertu de la definition du parall&loedre, les vecteurs (6.) forment 


la base du groupe @. Parmi les vecteurs de ce groupe se trouvent les 
systemes de n veeteurs qui forment une base du groupe @. 


Faces congruentes a differentes dimensions d’un paralleloedre. 


14. Supposons qu’une face P(v) & v dimensions d’un parall&loedre 
R appartienne aussi aux paralleloedres A,, Z,,... R, de l’ensemble (A). 
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Soit («,) un point qui est interieur & la face P(v). On peut determiner une 
valeur positive du parame£tre e, de maniere que tous les points du parallelo- 
pipede X defini par les egalites 


,=o,4+u, ou |w|<e Ge1,2,..0) 


appartiennent aux paralleloedres /t, A,, #tz,... R,. 

Designons par [A,] les vecteurs le long desquels on effeetuera les 
translations des parall&loedres A, en A (k=1,2,...r). 

En effeetuant les translations de la face P(v) le long des vecteurs 
A.) (k=1,2,...r), on obtient les faces nouvelles 


P' (v), P"(v), PO») 
du paralleloedre £. 
Definition 1. On appellera congruentes les faces du paralleloedre R 


P@), P'(w),... P(#) 


a v dimensions (v=0,1,2..n—]). 

15. Theoreme. Le nombre des paralleloedres de l’ensemble (R) qui sont 
contigus par une meme face ü v dimensions ne peut etre inferieur an+1—r 
v=0,1,2,..2—]1). 

Supposons que la face P(v) soit determinee dans le parall&loedre A? 
par les &quations 


(1.) a,„+2a,r;=d. (F=1,2,..4) 


Designons par /t,,ft,,... ft, les parall&loedres qui sont contigus & A 
par les faces & n— 1 dimensions definies par les @quations (1.). La face 
P(v) appartiendra & tous les paralleloedres Z,, ft,,... /,, done 


>n 
Comme la face P(r) est & » dimensions, il est n&cessaire que 


u>n-—v, 
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et par suite 


16. Definition II. On appellera simple une face a v dimensions qui 
wappartient qua n+1-—rv paralleloedres de Tensemble (R). 

Definition III. On appellera primitif un paralleloedre dont toutes les 
faces a dıfferentes dimensions sont simples. 

Les paralleloedres primitifs possedent plusieurs proprietes importantes 
qui en simplifient l’ötude. 

Dans les recherches ulterieures, on n’etudiera que les paralleloedres 
primitifs et tous les parall&eloedres imprimitifs qui peuvent &tre consideres 


comme une limite des paralleloedres primitifs. 
Je suis port & croire que chaque parall&loedre imprimitif peut &tre 
envisage & ce point de vue, mais je n’ai pas reussi & le demontrer. 


Section II. 


Proprietes fondamentales des parall&eloedres primitifs. 





Definition des paralleloedres primitifs. 


17. Nous avons appel&E au n° 16 „paralleloedre primitif“ tout pa- 
ralleloedre dont toutes les faces & differentes dimensions sont simples. 

Theoreme 1. Four quun paralleloedre soit primitif Ü faut et il suffit 
que tous ses sommets sovent simples. 

Le theoreme &nonce est Evident en vertu de la definition &tablie. 

Theoreme II. Deux paralleloedres primitifs appartenant a lVensemble 
(R) ne peuvent etre contıgus que par une face a n—1 dimensions. 

Supposons qu’une face P(v) & v dimensions d’un paralleloedre pri- 
mitif /2 soit determinee & l’aide de n—v &quations 


(1.) AL, + Sa, L= 0). (r=1, 2, ... n—v) 


Designons par A, ft,,... ,_, les paralleloedres qui sont contigus au 
paralleloedre A par les faces & n — 1 dimensions definies & l’aide des equa- 
tions (1.). La face Pr) n’appartiendra qu’aux paralleloedres A, R,,... R,_,; 
en vertu de la definition etablie, done le theoreme &nonee est d&emontre. 














” 
Voronoi, recherches sur les paralleloedres primitifs. 299 
Aretes des paralleloedres primitifs de lensemble (R). 
18. Soit (@)) un sommet du parall&loedre primitif AR determine par 
n equations 


(1.) trau —=0. (k=1,2,...n) 


Designons par Zt, R,, ... Zt, les parall&loedres contigus au parall&loedre 
R par les faces a n—1 dimensions determindes & l’aide des &quations (1.). 

En vertu de la definition &tablie, le sommet («,) n’appartiendra quw’aux 
paralleloedres R,,Z,,... Zt, de ensemble (}). 

Determinons n nombres Pu, Pr: Pr, A V’aide des &quations 


(2.) = A4;, Pi = . (vr==1,2,..0;: rk; kal,2,..0) 


Les &quations (2.) ne definissent les nombres 9,4, Pars ++» 2, qwW’ A un 
facteur commun pres. Ajoutons aux equations (2.) une condition 


(3.) ZA,P;r>O (k==1,2,...n) 


et envisageons un vecteur y, determine & l’aide des Egalites 
=0;+p,0 ou e>0. 


En attribuant au parametre o des valeurs positives suffisamment 
petites, on determinera, & cause de (3.), les points du vecteur 9, qui 
appartiennent & Ät. 

Designons par o, la limite superieure des valeurs du parametre o 
qui definissent les points du vecteur g, appartenant & A. En posant 


0,0; + Pirr 


on determinera un sommet («,,) du paralleloedre AR adjacent au sommet («,) 
par une arte P,(1) du paralleloedre A(k=1,2,...n). On caracterisera 
l'aröte P,(1) par le symbole [«,,«;;]. 

ÖObservons que tous les points de l’arete P,(1) verifient n—1 &quations 


ayt+Za,u;=0, (r=1,2,..n; rk) 
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Il s’ensuit que l’arete P,(l) appartient aux paralleloedres 
U RE en Te 2 &=1;2,...n) 


et en vertu de la definition etablie, n’appartient & aucun autre parall&eloedre 
de l’ensemble (Zt). 
On en conclut que les parall&loedres 


Ri Buils, 


sont contigus par une arete aussi. En designant cette ardte par P,(l). 
on la determinera par le symbole [«,,«,,] en posant 


Au =; tPiooo: 


Nous sommes arrives au r&sultat suivant: 

Il exıste n+ 1 aretes des paralleloedres de ensemble (R) contigques par 
um meme sommet de ces paralleloedres. 

Observons que n—1 arötes 


PA), + As) Aut). All) (k=1,2,...n) 


definissent une face a n—1 dimensions qui est commune aux parall&loedres /? 
et A, (k=1,2,...n). Deux paralleloedres A, et R, (k=1,2,...n,h=1,2,...n) 
sont contigus par une face & n—1 dimensions qui est definie par n—1 aretes 


P.(1). (r=0,1,2,..n; r$k,r$h) 


Forme canonıque 
des equations qui definissent un sommet d’un paralleloedre primitif. 


19. En conservant les notations pr&ec&ndentes, on peut determiner le 
sommet («,) dans le paralleloedre % & l’aide des &quations 


(1.) U (a + Fa,%)=0, (k=1,2,..n) 
U, Uyy ... U, Eetant des parametres arbitraires positifs. On dira que l’equation 


— U, (a, + Fa,z)=0 ou u. >0 
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ne definit pas dans le parall&loe&dre /# une face & n— 1 dimensions puisque 
l’inegalite 
— 1U,(ay + Zay%) >0O 


ne sera pas v£erifiee par tous les points du parall&loedre Zt. 
Thheoreme. On peut determiner les valeurs positwes des parameötres 
yy Un. u, a un facleur commun pres, de maniere qu’en posant 


AZ U lu, Aa Url, el, 2,0..0 kml, 2,00) 
on definira le sommet («,) dans le paralleloedre R par les equations 
(2.) Sa, — a)=0, (k=1,2,..n) 


et on definıra le sommet (a) dans le paralleloedre R, (k=1,2,...n) par 
les equations 
| (a; Pr d;,) (w, u 0) =(, G=1,2,..n: Ah) 


(3.) | ih 


— Sa, (w,—a)=0. (k=1, - FE 


Prenons un parametre positif arbitraire d et determinons les parametres 
Uyy Upy er. %,; d’apres les equations 


(4.) u.Fa,(le; — 0) =0. (k=1,2,...n) 


Je dis que les valeurs obtenues de ,, ?,, ... ı, satisfont aux conditions 
du theor&eme Enonce. 

Pour le demontrer, observons en premier lieu que les &quations (4.) 
definissent les valeurs positives de “,, %,,...ı,. En effet, nous avons vu au 
n° 18 que larete P,(1) definie par les egalites 


(5.) z=a +u(au—eo,) ou 0 Susi 


nappartient qu’aux paralleloedres A,,R,,...%,. On en conelut qu'en 
attribuant au parametre ” une valeur negative quelconque, suffisamment 
petite, on determinera par les £galites (5.) un point qui sera interieur au 
paralleloedre A. Il s’ensuit que 
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Sa,(0;—0,,)>V0, &=1,2,..n) 
et les &quations (4.) donnent 


ud. &=1,2,...n) 
Cela pose, designons par 
(6.) Za) (2,—0o,)=0 (r=1,2,...n) 


les &quations qui definissent le sommet («,) dans le paralleloedre A, 
(ka 1,8:...%) 

Observons que n aretes P, (1) ("=0,1,2...n,r+%) sont contiguös par 
le sommet («,) dans le paralleloedre /,. Chaque &quation (6.) sera verifice 
par n—1 aretes. On peut done poser 


| Say (0,,—a,)=0, (r=1,2...n; rk) 
(2 | (o.—a,)>0 
et 
| za) (0,,—0)=0, (=0,1,2,...n;rtk,r+2) 
ua Fr ea-)>0. (M=1,2,...n;u$k) 


Les conditions &tablies definissent les coefficients des &quations (6.) 
A un facteur positif commun pres, qui peut &tre choisi arbitrairement. 

Observons que les coeffiecients des &quations (1.), qui definissent le 
sommet («,) dans le paralleloedre A, sont determines aussi A un facteur 
positif commun pres et satisfont aux conditions 


9 | 2 a,(e,—0)=0, (r=1,2,..n;r$k;k=1,2,...n) 
| Sa,(0a—a)>0. (=1,2,...n) 


Des £Egalites (4.), (7.), (8.) et (9.), on tire 


a = — OU, Ar, | 
((=1,2,..n:h=l,2,..n;h$k) 


ik) ’ 
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oü d,,d3,..d, sont des facteurs positives. On peut poser 


et les &quations (6.) deviennent 


2 (ua, UA); —a)=0, (A=1,2,...n; htk) 


— 21,0, —a)=0. 


Le theor&me €nonce est done demontre. 
On dira que les &quations (2.) et (3.) qui definissent le sommet («,) 
dans les paralleloedres contigus Zt, /t,,.../t, sont presentees sous la forme 


canonique. 
Nous avons vu au n’ 18 que les paralleloedres /t, et A, (k=1,2, ...n; 


h=1,2,...n) sont contigus par une face a n—1 dimensions. Comme cette 
face est caracterisee par les aretes , (1) (r—=0,1,2,...n;r#k;r+h), on la 
determinera dans le paralleloedre /}, par une &quation canonique 


=(a,- 0) 0)=0. 


Cette m&me face sera determinee dans le paralleloedre A, par 
l’equation canonique 


2 (a, — a;,) (w, —0,) — (). 


Forme canonique des wnegalites qui definissent un paralleloedre primitif. 


20. Supposons qu’un parallelo@dre primitif / soit determine & l’aide 
des inegalites independantes 


Ü jk +24, >0. (kail,2,.. 0) 


En designant par u,,%,,...ı, des parametres positifs arbitraires, on 
determinera le paralleloedre AR & l’aide des indgalites ind&pendantes 


(1.) (Ay + FL a,%)>O. (&=1,2,...0) 
31° 
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Nous allons voir que tout le probleme de l’etude des parall&loedres 


primitifs se ram&ne au choix convenable des parametres u,,%,...%,. 
Theoreme fondamental. On peut determiner les valeurs positives des 
paramötres U, %Uyy...u, a un facteur commun pres, de maniere qu'en posant 


Ay = Ur Ayıy, Ar = U Our; (ee1,2,...0: dei, 2,... 0) 
on determinera le paralleloedre R a lade des inegahtes 
(2.) Ay + ZFa;, 2; > 0 (k=1,2,..:0) 


qui jowissent de la propriete suwante: tous les sommets du paralleloedre R 
seront determines par les equations presentees sous la forme canomique. 

On appellera canoniques les inegalites (2.). 

En conservant les notations pr&c&dentes, supposons qu’on ait choisi 
les parametres %,, 2%, ...%,, de maniere que le sommet («,) soit determine par 
les @quations canoniques 


Aut a; =), (k=1,2,...n) 


Examinons les equations qui definissent un sommet («,,) (k=1,2,...n) 
du paralleloedre AR adjacent au sommet («,) par l’arete P,(1). 
Le sommet («,,) verifie n—1 equations 


(3.) antrat. . G=1,2,..n; 14) 


Designons par 
(4.) du tZb,,r;=0 


la n"* &quation qui definit le sommet («,,). 

Determinons les parametres positifs v,(h=1, 2,...n,h+k) et v, 
correspondant aux &quations (3.) et (4.), qui ramenent ces @quations A la 
forme canonique: 


rk 


v,(au + Fa, %)=0 (M=1,2,..n; Ak) 


et 


vd: + Sb). 
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Je dis qu’on peut poser 


v,=1. (h=1,2,..n;h$k) 


Pour le d&montrer, examinons l’quation canonique qui definit dans 
le paralleloedre AR, (h=1,2...n;h+%) une face & n—1 dimensions commune 
aux paralleloedres R, et R,(r=1,2,..n;r#h,r=#+ k). 

En vertu du theoreme du n° 19, cette face sera determinee dans 
R, par l’&quation canonique 


= (a,— a.) —a)—=0. 


D’autre part, cette m&me face sera determinde dans Ä,, en vertu de 
la supposition faite, par l’&quation canonique 


= (v, di, en 4.) (=, vu. 0) —(. 


Il en resulte que 


2,0, = 0 (ah), = 2. 
et par suite 
v0, v=d, 
done 
’,—=VU,. (r=1,2,..n;r$k;r$h) 


Comme les parametres v,(h=1,2,...n) sont definis A un facteur 
pres, on peut poser 


vl, (A=1,2,...n;h+k) 


et il. ne reste qu’& determiner le parametre v, pour definir le sommet («,) 
par les @quations canoniques. 

21. En appliquant le proce&d& expose & tous les sommets du pa- 
ralleloedre R adjacents au sommet («,) et ainsi de suite, on determinera 
successivement les valeurs des differents param£&tres correspondant A toutes 
les inegalites (1.). 
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Il peut arriver qu’on determine pour une m&me inegalite la valeur 
du parametre correspondant de plusieurs manieres. Je dis que toutes ces 
valeurs d’un m&me parametre coineident. 

Le probleme pose est extr&mement difficile. C’est dans cette partie 
des recherches exposees que se manifeste leur vrai caractere g&ometrique, 
et on ne parvient A surmonter les difficultes qui en resultent qu’& l’aide des 
methodes geometriques. 


Ensemble des simplexes 
correspondant aux differents sommets d’un paralleloedre primitif. 


22. Nous avons vu au n° 4 qu’aux differents sommets d’un paralle- 
loedre R 
(u), (Aa)y».. (0) 


correspondent les domaines 
(1.) Fe 1 


qui remplissent uniformement l’espace & » dimensions. 
En conservant les notations precedentes, examinons un domaine A 


qui correspond au sommet («,) du paralleloedre A. 
Le domaine A est compose des points determines par les Egalites 


(2.) = 5 9, 4x ou 9,0. (k=1,2,...n) 
k=1 Kae 
Le domaine A possede n faces & n—1 dimensions qui correspondent 
An aretes PA (1), (k=1,2,...n) contigues par le sommet (e,). 
On appellera simple le domaine A. 
Retranchons du domaine A un simplexe Z en le determinant & l’aide 


des eEgalites 


n 
a Fr U Ay ou I, <l et 3, —>d. (k=1, 2,00. #%) 


Le simplexe / possede n+1 faces & n—1 dimensions qui sont 
opposees & n+ 1 sommets 


(0), (u,41), (UpQa),... (U An) 
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Examinons la face du simplexe Z qui est opposee au sommet (0). 
On peut presenter l’&quation qui definit cette face sous la forme 


(3). 1 -Epu—=0. 
Il s’ensuit qu’on aura une inegalite 
1- Zp,2,>V0 


pour chaque point de / qui n’appartient pas a la face examinee. 
Comme les sommets de L:(u,a,) (k=1,2,...n) verifient l’quation 
(3.), on a 
(4.) 2p,0,= (K=1,2,..n) 
done 
EP, >d. (k=1,2,...n) 


En vertu de (2.), on obtient l’inegalite 
Ep; >0V 


qui subsiste, quel que soit un point (x) du domaine A, le sommet (0) 
etant exelu. 
23. Examinons de la m@me maniere n domaines A,,A,,... A, qui 
sont contigus au domaine A par des faces a n—1 dimensions. 
On retranchera du domaine simple A,(k=1,2,...n) defini par les 
egalites 
= 20,4,+9d: U HZ>0 et 8 >0, w=1,2,.n neh) 


un simplexe Z, compose de points 


zz =&_9, Ua, + 9% du ou 29, 3, <1;, +0, 3,0. 


(h=1,2,...n; h$k) 


Designons par 
1—- 29,8%; = 0 


l’equation de la face du simplexe L, qui est opposee au sommet (0). 
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On aura les Egalites 


1 
= Pa u, (A=1,2,...n, Ak) 


et 
1 
SP b; = > 


En vertu des &galites (4.), on obtient 


PYM 4, = SP; (A=1,2,...n, Ak) 
Il s’ensuit que 


(5.) SP = 3 P;%, 


quel que soit un point (2,) appartenant & la face commune des domaines 


A et A,. 
En appliquant le procede expose aux domaines qui sont contigus aux 
domaines A,, A,,... A, et ainsi de suite, on retranchera de chaque domaine 


de l’ensemble (1.) un simplexe correspondant. 
Il peut arriver qu’on retranche d’un m&me domaine le simplexe 
correspondant de plusieurs manieres. Je dis que tous ces simplexes 


coincident. 
Il est clair que le-probleme pose ne differe que par une formulation 


du probleme Enonce au n? 21. 
Nous allons exposer une formulation nouvelle de ce probleme. 


Sur une fonction define par l’ensemble des 
simplexes correspondant aux dıfferents sommets d’un paralleloedre primitif. 


24. Introduisons dans nos recherches une fonction P(%,, 2, ... x,) des 
variables 2,,2,,...x, en la definissant comme il suit. 

1. On determinera la fonction P(x,, 2%, ...x,) dans le domaine A par 
la formule 


n 
Paar u) = 2 PıW. 
i= 


2. Dans les domaines A,(k=1,2,...n) contigus au domaine A par 
les faces & n—1 dimensions, on determinera la fonction P(z,,%, ...2,) par 
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la formule 
Pa) 4, LI, ... x) == - Pxt%i» (k=1, 2,..n) 
3. Soit 
(1.) E 


une serie de domaines qui sont successivement contigus par les faces A 
n—1 dimensions. On retranchera de ces domaines successivement les 


44 .. 4 yo. 4 


et on determinera les fonctions correspondantes 
3 P:%, & 9% Ds p, &, ss = 2 L. 
=] =] e= 


On definira la fonetion P(x,,%,,...x,) dans les domaines (1.) par 


la formule 


n 
Pam (a, 2, +. %,)= z pP x.. k=1,2,... m) 
ı = 


Theoreme fondamental. La fonction P(&,%,...%,) definie par 
les conditions 1., 2. et 3. est continue et uniforme dans tout Üespace ü n 
dimensions. 

Observons que le theoreme fondamental Enonc® ne presente qu’une 
formulation nouvelle du theoreme fondamental du n’ 20. 

Prenons un contour ferme arbitraire Ü. Ein parcourant le contour 
C, on peut determiner une serie de domaines contigus successivement par 
les faces a n— 1 dimensions auxquels appartiennent les points du contour Ü: 


(0 rg (m) 0) A' 
A' u... y 908 A „At ), en 


Pour le demontrer, prenons un point ($,) du contour Ü et designons 
par Ü, une courbe qui est parcourue dans un domaine A” & partir du point 
initial (£,). Admettons que la courbe Ü, ne coincide pas avec le contour 
U et designons par ($,) le point final de la courbe (\,. 
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Supposons qu’en partant du point ($,) on soit sorti du domaine A 
et qu’on soit entre dans le domaine A’. Designons par Ü, une partie du 
contour Ü qu’on a parcourue dans le domaine A’ & partir du point ($,) et 
ainsi de Suite. Supposons qu’on ait partage & l’aide du proc&de expos& le 
contour Ü en parties 


a an a 


qui appartiennent aux domaines 
(2.) AM, 4,4", ... Am, Am, 


Il peut arriver que deux domaines adjacents de cette serie A® et 
AY*+V ne soient pas contigus par une face & n— 1 dimensions. On inter- 
calera dans ce cas entre les domaines A et AY+') des domaines nouveaux 
en les determinant comme il suit: 

Un point ($,,,.) qui est le point final de la courbe ©, et qui 
presente le point initial de la courbe C,,, appartient, en vertu de la 
supposition faite, aux domaines A® et A*+», On en conelut que le point 
($; 341) est Interieur & une face A®P(v) & v dimensions qui est commune 
aux domaines AP et AU, 

On peut determiner un parallelopipede X & l’aide des egalites 


=; tu OU u,l<e, (=1,2,..n) 


de maniere que tous les points du parallelopipede X n’appartiennent qu’ aux 

domaines de la serie (1.) (mn? 22.) qui sont contigus par la face A® (v). 
Prenons dans le parallelopipede A deux points (2,) et (%;,;1) qui 

sont interieurs aux domaines A® et A“+" et menons dans le parallc- 

lopipede X une courbe (“® qui joint les points (x,) et (%;x+1). On peut 

choisir cette courbe, de maniere quelle ne franchisse aucune face des 

domaines (1.) (n® 22.) dont le nombre des dimensions est inferieur & n—1. 
Supposons que la courbe (* traverse les domaines 


k } k A 
BED D, 
En vertu de la supposition faite, les domaines obtenus sont succes- 


sivement contigus par les faces & n—1 dimensions. Tous ces domaines 
sont contigus deux & deux par la face A” (v). 
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De la mäme manicere, on examinera toutes les paires de domaines 
adjacents de la serie (2.) et on formera la serie 


Am, A’, ... Am, Am 


de domaines contigus successivement par les faces an— 1 dimensions aux- 
quels appartiennent tous les points du contour ferme donne (. 

25. Cela pose, observons que le theor&me fondamental &nonee est 
vrai dans le cas oü tous les domaines (2.) sont contigus au moins par 


une arete. 
En effet, supposons qu’ on ait retranch@ des domaines (2.) succes- 


sivement les simplexes 


(3.) L®, L,L",... Lo, Lm+», 


Je dis que le simplexe /”+» retranche du domaine A" eoineide 
1 ] 
avec le simplexe L‘”. Pour le demontrer, designons par 


( a RZ m a _’ m +1) u 
Zu’ Zi Er Zt” z 


les fonetions correspondant aux simplexes (3.). 
Comme les simplexes L” et L'"*" sont retränches du m&me domaine 


A”, on peut poser 


(4.) u 


En vertu de la supposition faite, les domaines (2.) sont contigus au 
moins par une arete. Soit (a,) un point de cette arete. 

Comme les domaines A et A’ sont contigus par une face & n—1 
dimensions, on aura, comme nous l’avons vu au n° 23, une egalite 


5. Sy nz—=E px, 
(9.) pa, pP; 


qui subsiste, quel que soit le point (x,) de la face commune aux domaines A et A’. 
En faisant x,=a,;, on obtient 


a ! 
Zr a >3p,4,. 
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De la m&me maniere, on obtiendra 
Ep" = Epia= +++ Ep) a, = Ep"tDa,. 
D’autre part, l’identit€ (4.) donne 
ZI’ a=dZu"*” a, 
et comme Ep” a,>0, il vient d=1, done 
Zut) = Zul”<,, 


et les deux simplexes Z et Z"+" coincident. 
En vertu de la definition etablie, on determinera la fonction P(x, ,...2,) 
dans le domaine A” par la formule 


ie FR 0 


en partant du domaine A” et en revenant dans ce domaine apres avoir par- 
couru le chemin ©. 


26. Nous allons’ voir que le cas general peut &tre ramene au cas 
examine. A cet effet, envisageons la projeetion d’un contour quelconque Ü 
prise par rapport & une surface S determinee par l’&quation 


En posant 


((=1,2,..#%) 


(6.) > 1257 ’ 


on appellera le point (x;) la projeetion du point (x,) dans la surface S. 
Designons par (” une projection du contour quelconque (©. 
Admettons qu’en parcourant le contour CU’, on revienne au point initial 

$) avec la m&me determination de la fonction P(x,,...2,) qu’en partant de 

ce point. Je dis qu’on reviendra au point correspondant (3) du contour 

C avec la m&me determination de la fonction P(x,,...x,). 
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Pour le d&montrer, il suffit d’observer que les points (£,) et (&), en 
vertu des &galites (6.), appartiennent aux m&mes domaines de la serie (2.). 
On en conelut quil suffit d’examiner les differents contours fermes 


appartenant & la surface S. 
27. Introduisons dans nos recherches une -fonetion d(x,,x;) en la 


definissant par la formule 


d(&,2)=V Z(&- x)”. 


De 


On appellera Ecart de deux points (x,) et (x) la valeur correspondante 
de la fonction d(x,,). 

Lemme. On peut determiner un parametre positif Ö satısfaisant a la 
condition suivante: chaque contour ferme Ü appartenant a la surface 5 sera 
situe dans les domaimes qui sont contıqus au moıns par une arete, sı lecart 
de tous les points du contour Ü, les uns des autres, ne surpasse pas la limite Ö. 

Soit (£) un point du contour Ü appartenant au domaine A.  Posons 


g,= SRH ou 0. (k=1,2...n) 
= im 


En vertu de l’egalite 
ZzE-1, 


la somme $ go, n’est pas inferieure & une limite fixe positive 
k=1 


(7.) | & HT. 


Admettons que le contour Ü ne soit pas situ& tout entier dans le 


domaine A. 
Soit (&) un point de C qui n’appartient pas au domaine A. En posant 


(8.) = 2 Orr, 


un nombre negatif. 





on aura parmi les nombres g,,0:,...0, au moins 
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Supposons, pour fixer les idees, que 


(9.) 9 >0, e>0,..0,>0 
et que 
(10.) 41 <0, 942 <0,..0<0. 


D’apres la supposition faite, on a l’inegalite 
KH) <I. 
On peut choisir le parametre d‘, de maniere qu’on ait les inegalites 
(11.) l.—0|<e, (&=1,2,...n) 
e etant un parametre bositif aussi petit qu’on voudra. 
A cause de (10.), on obtient 
(12.) 0<g,<e, —e<g<0. (k=u+l;u+2,.n) 


Choisissons parmi les nombres 9,,02,..._, celui qui est le plus grand. 
En vertu de l’inegalite (7.), ce nombrene peut &tre inferieur & — . En supposant 


que 
T 
€ u 

no 


on trouvera le nombre cherche parmi les nombres g,,@2,...@,. Supposons, 
pour fixer les idees, que 


0, > - . 
L’inegalite (11.) donne 
(13.) A>:-e. 
Cela pose, supposons que le point ($) appartienne au domaine A’ et 


posons 


(14.) > B> U, Ay ou ud, (kk=1,2?2,..n) 
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Designons par («,) et («;) deux sommets du paralleloedre Zt corre- 


spondant aux domaines A et A’ en les definissant par les Equations 


et par les &quations 


(15.) a + Far; =0. G=1,2,... 


En vertu des Egalites (8.) et (14.) , on obtient une identite 
(16.) 0, +2 9,(au,+ Zaur)= = u (a + Far 2). 
En faisant dans cette identit€ x;=«,, on trouve 


(17.) = Zu (a, + Zau a) >0. 


En faisant dans l’identite (16.) z;=«;, il viendra 


(18.) + 2 0, (Ay + Fa; )=0 


Admettons que 
Aut Za, &; >0. 


En vertu de (9.), (12.), (13.) et (17.), on aura 
+ 2 Clan + Fa) >(Z-e)(an+ Zune), 
„E, 9 (Au + Fa, 0;) > 2, ‚(ut+za; a); 
et l’egalite (18.) donne 
(19) Fam + Em) <ela + Fact, &, (Aut ZFauah)). 
Designons 


— (4, + Fa, 0 a;) et B=au+Fa+ 2 (AutFau); 
=u 





n) 


n) 
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on aura 
A>0 et B>0, 
et par suite 
(20.) >53. 


On pourrait determiner le rapport z correspondant aux differents 


sommets du paralleloedre A. Designons par w le plus petit de ces 
rapports qui ne s’annule pas. Le paramötre e &tant arbitraire, on peut 
supposer que 


e<w, 


L’inegalit€ (20.) devient impossible, il est done n&cessaire que A=0 
ou autrement 
AutzFa,g=0. 


En vertu de l’Egalit€ obtenue, les coefficients de l’equation 
Ay + 2a, =) 


sont proportionnels a ceux d’une Equation qui se trouve parmi les &quations (15.). 
En posant 


Ay ta, =Uu (au, +>2a;, z;) oa u>0, 


on aura 


4, U: (=1,2,...n) 


Nous sommes arrives au r&sultat suivant: tous les domaines traverses 
par le contour examine Ü sont contigus au moins par une arete qui est 
caracterisee par le point (a,). 

28. Nous sommes maintenant en &tat d’aborder la demonstration du 
theor&me fondamental Enonce. 

Soit U un contour quelconque appartenant & la surface S. Supposons 
qu’en partant du point ($,) on passe par les points ($?), (&), ($;) et on revient 
au point ($;). 
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Le chemin autour du contour Ü peut &tre remplac& par deux 
chemins U et (', 

Le contour C” sera ecompos& d’une partie (S;) — (S{”) de (', du vecteur 
[£9, &'] et d’une partie (&' )— (5) de €. 

Le eontour (’ sera compos& d’une partie (5!) — (&) — (5) du eontour 
(' et du vecteur [$;, &”]. 

Admettons qu’en parcourant les chemins U” et (” on definisse uni- 
form&ment la fonction P (x, %,,...%,). Dans ce cas le trajet par la partie 
(E9) —(&)—(&') du eontour Ü peut ötre remplac& par le chemin le long du 
vecteur [5, &/). 

En remplacant la partie (£) — (&) —(5;) du eontour Ü par le veeteur 
[E®, &’], on transformera le contour Ü en C, done, en parcourant le contour 
(, on jreviendra au point ($,), en vertu des suppositions faites, avec la 
m&me determination de la fonetion /’(x,,2,,...2,). 

Deux eontours U" et (’ peuvent &tre examines de la m&me maniere 
et ainsi de suite. 

Supposons qu’on ait determine les cöntours 


(21.) Bl, 


qui remplacent le chemin ('. En admettant que la fonction P’(x,, ,, ... 7,) soit 
uniforme le long des contours (21.), on demontrera quelle sera uniforme le 
long du contour donne ©. 

Cela pose, observons qu’on peut toujours choisir les contours (21.), 
de maniere que ces contours satisfassent aux conditions du lemme du n” pr&- 
cedent. Dans ce cas, chaque contour (21.) sera situ& dans des domaines 
qui sont contigus au moins par une arete. Nous avons vu au n’ 25 qu'en 
parcourant .des contours pareils on reviendra toujours au point de depart 
avec la m&@me determination de la fonetion P(x,,%,...2,) qu’en sortant de 
ce point. Il est done demontr&e que chaque contour ferme U possede la 
m&me propriete. 

Nous avons d@emontre que la fonction /’(x,, 25, ... 2,) est uniform@ment 
definie dans chaque domaine de l’ensemble (1.) (n’ 22). Il reste & d&montrer 
que la foncetion P(x,, 2, ...x,) est bien definie dans chaque point de l’espace 
a n dimensions. 

Admettons qu’ un point (£,) appartienne & deux domaines A et A, 
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Je dis que la fonction P(z,, 2,,.... 2,) pour le point ($;) aura une m&me 
valeur determinee dans le domaine A et dans le domaine A, 
Pour le demontrer, on formera une serie de domaines 


! ( (0) 
A,A',... Am A 


qui sont successivement contigus par des faces & n — 1 dimensions et aux- 


quels appartient le point ($,). 
Comme le point ($,) appartient & la face commune des domaines 
A et A’, on aura, en vertu de la formule (5.) du n’ 23, 


Pay (Sir $23 +++ 8m) = Pran (Si 3 $23 +++ Sn)» 
De la mä@me maniere, on obtient 


Pan (&, &, RA &,) m Pam ($,, 8, ... 6), 


Peatmy) (Sy $23 +++ 5m) = Pan (S13 $2y + En). 
Il en resulte que 
Pen (Sir S23 +++ 8m) = Pen (Si) $2> +++ Sn). 
Le theoreme fondamental Enonce est done demontre. 


Forme canonique 
des inegalites qui definissent l’ensemble (R) des paralleloedres primitifs. 


29. Choisissons dans l’ensemble (R) des paralleloedres primitifs un 
paralleloedre quelconque Z,. Supposons que le paralleloedre A, soit deter- 
mine A l’aide des inegalites canoniques 


Ay ta, > 0, (k=1,?2,...0) 


Observons qu'on peut remplacer ces inegalites par les indgalitcs 
canoniques suivantes: 
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Ua. + Fa,%)>0, @w,2,...e) 


u etant un parametre arbitraire positif. 
Designons par AR, (k=1,2,...0) le paralleloedre qui est contigu au 
paralleloedre A, par la face determinde dans /t, par l’&quation 


(1.) Ay + Fa, =0 


et supposons que le vecteur [A,] definisse une translation du paralleloedre 


R, en R.. 
Il s’ensuit que le paralleloedre /, sera determine par les inegalites 


canoniques 
Ant = 4; (2; + An) 0, (h=1,2,...0) 


ou par les inegalit&s canoniques 
(2.) [0 + Fa, + 4)) > 0, (h=1,2,...0) 
ı, etant un parametre positif arbitraire. 
La face P, & n — 1 dimensions commune aux parall@loedres /}, et It, 
est definie dans le paralleloedre A, par l’&quation (1.). Dans le paralleloedre 


R,, la face P, sera determine par une equation dont les coefficients sont pro- 
portionnels & ceux de l’equation 


— Ay — 4, = 
On peut choisir le parametre positif ”,, de maniere qu’on ait lidentite 
— Ay — ZA, = U, (Ay, +=a, (; .: A4))-. 
Dans ce cas, liinegalite 
— (I, — 2a, >Vd ö 


se trouve parmi les inegalites (2.) qui definissent le parall&loedre A#,. 
On dira que ces inegalites sont presentees sous la forme canonique. 


33° 
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30. Observons une propriete importante des inegalit&es canoniques 
qui definissent les paralleloedres A,, A,, Aa, ... R,. 

Soit («,) un sommet du paralleloedre /, determine par les &quations 
canoniques 


(3.) Aut Za,u=d. (k=1,2,...n) 
Examinons les &quations canoniques qui definissent le sommet («,) 
dans le paralleloedre A, (k=1,2,...n). 


Les &quations (3.) €tant canoniques, on determinera le sommet («,) 
dans le paralleloedre ZÄ,, en vertu du th&oreme du n°19, par les &quations 


= (a,—0,) (u @)=V, (h=1,2,..n; ı$k) 


— 2a, —e)=V. (k=1,2,..n) 
En vertu de la supposition faite, l’inegalite 


se trouve parmi les inegalit&s canoniques (2.) qui definissent le paralleloedre 
It, il en resulte que les inegalites 


Z(a,— 4;) (2; — a) >0, (=1,?2,...n, 1%) 


se trouvent aussi parmi les inegalites eanoniques (2.). 
On en conelut que l’&quation canonique 


= (a,— a;,) (2; — 0;) =() 


definit dans le paralleloedre A, une face A nr — 1 dimensions qui est commune 
aux paralleloedres A, et A,. La m&me face sera determinde dans le parallc- 
loedre /, par une &quation canonique 


(a, — a0,)—@)=V0. 


31. En appliquant le proc&de expose, on peut determiner les in- 
egalites canoniques qui definissent les paralleloedres contigus aux paralle- 
loedres Ät,, Ä,,... R, et ainsi de suite. 
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Quel que soit un paralleloedre A de l’ensemble (ZA), on peut former 
une serie de paralleloedres 


RR, R",... Rw, R 


qui sont successivement contigus. On determinera successivement les in- 
egalites canoniques qui definissent les paralleloedres de cette serie. 

On pourrait arriver au paralleloedre A par d’autres voies et deter- 
miner les inegalites canoniques qui definissent le paralleloedre /? de plusieurs 


manieres. 
Nous allons voir que les inegalites canoniques qui definissent un 


paralleloedre de l’ensemble (/t) ne dependent pas du chemin par lequel on 
arrive au paralleloedre /? en partant du paralleloedre prinecipal /%,. 


Fonction generatrice de Üensemble (R) des paralleloedres primitifs. 


32. Envisageons un ensemble (A) de paralleloedres yprimitifs. 
Supposons que chaque paralleloedre /? de l’ensemble (/?) soit caracterise par 
un vecteur [4,] qui definit une translation du paralleloedre /? en un parallc- 
loedre prineipal /%,. 

Designons par @ le groupe des vecteurs [4,] qui correspondent aux 
differents paralleloedres de ensemble (A). 

Introduisons dans nos recherches une fonetion 


F (5 nur ae her) 
des variables x,,2%,,...x, et des parametres A,,A,,...ı, en la definissant dans 
l’espace & » dimensions et pour le groupe (7 comme il suit: 
1. Dans le paralleloedre prineipal /},, on posera 
(2,22: 00 N). 
2. Dans le paralleloedre /?, qui est contigu A A,, on posera 


la. sd A) + Fa (k=1,2,...0) 


a condition que dans le paralleloedre Zt, l’@quation canonique 
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Ay + Zu, =0 


definisse la face & n—1 dimensions commune aux parall&eloedres Zi, et A.. 

3. En supposant que deux paralleloedres A et A’ caracterises par 
les vecteurs [A,] et [A] soient contigus par une face a n— 1 dimensions qui 
est definie dans A par une &quation canonique | 


w+Z2a;,r;=V, 
on posera 


7 a . ' ’ ' PR 2 e ° a 
J EPE FREPOE IR SER "OR ” m J (2,224 oolardın Any... ),)ta+ zZa,%,. 


33. Soit 2 un paralleloedre queleonque de l’ensemble (/?) caracterise 
par un vecteur [4]. On formera une serie de paralleloedres 


R,R',... R®, R 


qui sont contigus successivement par des faces a n — 1 dimensions. Designons 
par 
a + Fa"), =0 


l’equation de la face commune aux paralleloedres Zt, et A’ et definie dans 
Ro; designons par 
a+Zuar,=0 


l’equation de la face commune aux paralleloedres A’ et A” definie dans A 
et ainsi de suite. 
En appliquant la definition etablie, on determinera la fonction 


r ö ? a 5 
I FE RBB Aıydas Er 


par la formule 


m 
TEE EEE ER ‚2 (a +=Za” x). 


34. Theoreme fondamental. La fonction V (&y&yy...Xys Ayydayer An) 
est bien definie pour chaque vecteur [4] du groupe @G. 
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Supposons qu’on ait forme une serie de paralleloedres 
(1.) BE 


qui sont successivement contigus. En partant du paralleloedre /t avec une 
determination quelconque de la fonetion V(@,,%, ... Xu, Ay Any... A,), ON 
reviendra dans le paralleloedre A apres avoir parcouru les paralleloedres (1.) 
avec une determination de la fonction V (x, 2, ...%,, Ay Any... 4,) qui, en 
vertu de la definition etablie, s’exprime par la somme 


Va, Ey a A A sn A, 2 (+ Za® X). 
Nous allons demontrer qu’on aura toujours 
) 
I (+zaMx)=0. 
k=0 


Examinons, en premier lieu, le cas, oü tous les paralleloedres (1.) sont 
contigus au moins par un sommet («,). En vertu du theor&me II du n’ 17, 
tous les parallelo@dres primitifs (1.) seront dans ce cas contigus deux A deux 
par des faces a n —1 dimensions, 

Designons par 

Ay, + 2a, — a)=0, (k=1,2,...m) 


l’equation canonique de la face commune aux paralleloedres A® et R 
(k=1,2,...m) definie dans le paralleloedre #. 

Nous avons vu au n’ 30 que l’equation canonique de la face commune 
aux paralleloedres Zt et A” et definie dans A’ sera 


>; (4, _ Ay) (, _ a;) —( 
et ainsi de suite. On obtient les formules 


ar) +2 = Fa, —a,, 


Ay +23 a; 4,= > (a; ei Au) (z; Er @;), 


ar +’ = la. - a. N) u), 


(m ı er. 4 D 
a) +2 = — Fa, (U —@,), 
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et il s’ensuit que 
E ((P+La®r)=0. 
k=() 


35. Nous allons voir que le cas general peut &tre ramene au cas 
examine. 

Lemme. On peut determiner un parametre positif ö, de maniere que 
chaque contour ferme Ü soit sıtue dans des paralleloedres qui sont contıqus 
au moıns par un sommet, a condition que lecart de deux points quelconques 
du contour U ne surpasse pas la limite d. | 

Observons, en premier lieu, que l’&cart de deux points ($,) et (£) 
appartenant & deux paralleloedres qui ne sont pas contigus ne peut 6tre in- 
ferieur A une limite fixe. Pour le demontrer, supposons que le point ($,) 
appartienne au paralleloedre # defini & l’aide des inegalites 


Ay +2ua,%; >Vd. (k=1,2,...0) 


Designons par A,,R,,... R, les paralleloedres qui sont contigus 
A R et examinons l’ensemble X des points appartenant aux parallöloedres 
Fe 
Designons par 
a (&.); (0.2); ou: (Mh) 
les sommets du paralleloedre A et designons par 


(a ‚(e%), duch (a), (h=1,2,... 0) 


les sommets du paralleloedre A, (h=1,2,... 0). 
En vertu de la supposition faite, on aura les inegalites 


Un + = 4, a <0, (k= Bi; 2, +. Al, 2.45 9}; 
Designons par o la plus petite valeur numerique des sommes' 
Ant Za,o® k=1,2,..8; h=1,2,... 0) 


qui ne s’annulent pas. En vertu de la supposition faite, on aura l’inegalite 
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0 +a,+=a, oR < 0, 
a condition que 
Ay+ Zac} <O, 


oa k=1,2,..8 h=1,2,.. 0. 
Cela pose, prenons un point quelconque ($,;) qui n’appartient pas A 
l’ensemble X. Examinons les points d’un vecteur [$,,&]- En posant 


w=8;+ul&—$) ou 0<u<sIm, 


laisons croitre le parametre « d’une maniere continue dans l’intervalle 
0<u<-1l. On determinera un point 


(2.) DEE HU) A O<u<hl 


qui appartient & la frontiere de l’ensemble Ä, c’est-A-dire & une face A 
n—1 dimensions des paralleloedres /,, Z,,... 2, et qui appartient aussi & 
un autre paralleloedre Zr. 
Supposons que le point ($”) appartienne au paralleloedre #,. Les 
paralleloedres A, et A’ seront contigus par une face & n— 1 dimensions. 
Designons par 


> EN er (a 


les sommets du paralleloedre /, qui appartiennent & cette face. 
Aucun de ces sommets ne verifie l’&quation 


Ay, + a, =0 


puisqu’ autrement la face examinde appartiendrait ä deux paralleloedres 
de la serie A, A,,... f,, ce qui est contre l’hypothese. 
On aura done les inegalites 


o+a,+ Za,e® <O. (k=1,2,...1) 


Le point (&”) appartenant & la face de R,, qui est caracterisce par 
les sommets (3.), peut &tre determine par les &galites 


k=t _ . k=t 
PD IM Aa 39,=1et 9,0. (k==1,2,...0) 


k=1 k=1 
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Des inegalites pr&cedentes, on tire 
o+a,+ Fa,” <0. 
En observant que d’autre part on a 


(4.) Iy+ Za,S; 2 0, 
on trouve, & cause de (2.), 
(9.) o+a,+ Fa, <0. 


En vertu des inegalites (4.) et (5.), l’ecart d($,, &) ne peut £tre 
inferieur & une limite fixe d. 

36. Cela pose, examinons un contour ferme Ü dont les points ont 
l’ecart mutuel qui ne surpasse pas d. En supposant que 


e<d, 


on aura un contour Ü qui est situ& dans des paralleloedres contigus deux 
a deux. 

Soit (&,) un point queleconque du contour Ü appartenant au parallc- 
loedre R. Admettons que pas tous les points du contour Ü n’appartiennent 
a R et designons par (&) un point du contour Ü qui n’appartient pas & Ät. 
Posons 


N 


(6.) = 2 Fr, Or ou SI, =1 et H,O, (k=1,2,..3) 
=1 
(7.) = Ya, oa Zi=1. 
pi 


Comme le point (&) n’appartient pas & Ä, on aura parmi les nombres 
#,%,..%, au moins un nombre qui sera negatif. Supposons, pour fixer 
les idees, que 


(8.) DV... >00 et I <0,..9<0. 
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On peut choisir le parametre Ö' si petit qu’on ait les inegalites 
(9.) %,-9|<e, (k=1,2,...5) 


e etant un parametre positif aussi petit que l’on voudra. En vertu de (8.), 
il viendra h 


(10.) 0<I,<e, — N <0. (k=u+1,...) 
Observons que le plus grand nombre parmi les nombres 9,,9,,... 9, 


ne peut etre inferieur a — & cause de (6.).. En supposant que 


— 


$ 


on trouvera le nombre cherch@ parmi les nombres 9,, 9,,...%,. Admettons, 
pour fixer les idees, que 


> 
En vertu de (9.), il viendra 
(11.) g—! 
o 1 0 ae 
Nous avons demontre que le point ($;) ne peut appartenir quw'aux 


paralleloedres A,, A,,... AR, qui sont contigus & /. En supposant que le 
point (&) appartienne au paralleloedre /,, on aura une indgalite 


(12.) AM tZa,ui<d. 
En observant qu’en vertu des £galites (7.) 
Pe > 37 & (a. + a0), 
on obtient, aA cause de (12.), 


8 
Bi: I, (Ay, + = A;n 0,4) En 0 v 
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De cette inegalit€ on tire, a cause de (10.) et (11.), 


1 


Ss 


(a, +>a,, 4.) un | 24,044 ’ =. (au,+=Za,, “| <d. 
zu 
En posant 


1 $ 
As (Ant+=a,0,) et Beayt+za,a, + 2 


(Ay + = Ay 0); 
k=u+l 


admettons que A>>0; Vinegalite precedente donne B>0, done 
A 
(13.) >: 


Observons que les nombres A et 5 ne changent pas quand on rem- 
place le paralleloedre A par un paralleloedre quelconque de l’ensemble (??). 
On en conelut que le rapport . qui ne s’annule pas possede un minimum 


positif w. 
En supposant que 
| Ee<O, 


l’inegalite (13.) devient impossible et il est n&ecessaire que A=0 ou autrement 
It 2a,0,=0. 

Nous sommes arrives au resultat suivant: tous les parall&loedres dans 

lesquels est situ& le contour examine Ü sont contigus par le sommet («,,). 


A l’aide du lemme du n’ 35, on demontrera aisement le theoreme 
fondamental Enonce en repetant les raisonnements exposes au n° 28. 


Proprietes fondamentales de la fonction generatrice V (& 5 &2y sr. Zuy Ayy Ay euch, 





31. Theoreme I. Supposons que deux vecteurs [1,) et [A] caracterisent 
deux paralleloedres R et BR de Pensemble (R). 


On aura une inegahte 
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e 7 r 0 0 0 
Flag ag Ay dr a KIT a Bar a EN 00, 


a condition que le point (x,) sort interieur au paralleloedre R. 
Soit (5) un point quelconque qui est interieur au paralleloedre A. 
Prenons un point ($;) qui est interieur au paralleloedre A et examinons 
un vecteur [&”, &,] determine par les Egalites 


= EM +ul,—SP) oa 0<u<si. 
Une partie du vecteur [£”, &,] appartient au paralleloedre Zt. Designons 
ein ru) A 0OL<Uu<L 


et supposons que le vecteur [&{”, &] presente la partie du vecteur [5!”, 5;] qui 
appartient & A, 

La seconde partie [&;, &,] du vecteur [5%”, &;] ne possede qu’un seul point 
(&) commun au paralleloedre &“. Le point ($£) appartient & une face 
P®"(v) du paralleloedre #”. On choisira parmi les paralleloedres qui sont 
contigus par la face P(v) un paralleloedre Zr’ qui contient une partie du 
vecteur [&;,$;]. 

Designons 


et; Au <w<iLl 


et supposons que le veeteur [$,$;] presente une partie du vecteur [$;,$;] 
qui appartient au paralleloedre /’ et ainsi de suite. 
Supposons qu’on ait determine m points du vecteur [£(”, &,] 


- 


(1.) EISEN ul — EN), (k=1,2,... m) 


(2.) I<—u<mr<u,<1 


qui correspondent aux vecteurs [&, &], [&,&"),... [$”,$,] appartenant aux 
paralleloedres 
(0) ' m—1 
RO, R',... Ro» R 


contigus successivement. 





Voronoi, recherches sur les paralleloödres primitifs. 


Designons par 
+ Fr —0, (k=0,1.2,...m—1) 


l’&quation canonique de la face commune aux paralleloedres A® et R*+» qui 


est definie dans le paralleloedre A®, 
En vertu de la definition etablie au n’ 32, on aura une formule 


(3.) Vi Er a EN iu A, A, ... 46?) 


m—1 
+ & (+ ZaP a). 
k 


—=!() 


Examinons les sommes 
D+ZMEN et AP +FaME,. (k=0,1,2,...m—1) 
En vertu de la supposition faite, le point (&!°*") verifie l’equation 
ad + Zar Er —0, 
Comme le point ($®) appartient au paralleloedre A", on aura une 
inegalite 
ad +Zam EM >O, 
En vertu de (1.) et (2.), on obtient 
D+ZLMEI DO tt P+zZa®E<0O.  =0,1,2,..m-1) 
Comme le point (£(”) est interieur au paralleloedre A, on aura 
a? + za Er >00 et PLA E<O, 


‘ I en resulte que 





"z (ad +ZamEM)>0 et "E (ad +ZaWE)<0. 
k=0 


==) 
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En substituant dans la formule (3.), on obtient 


VE, ee, . w, kn, ha, ... J se V (&, 5, ... Em, u, um, ... 0) 
et 
r ($,, FRE 5. A,,d4 23° au) Fasli EN, 


Theoreme 11. Supposons que les paralleloedres R, R', ... Ar) sovent 
Pl 1 ‚Le, 

contigus par une face P(v) a v dimensions. En designant par [A], 

(k=0,1,2,...n—v) les vecteurs qui caracterısent ces paralleloedres, on 

aura une inegalite 


. e “ ‚ - ) 9 j, 
Pi in Me Ba a DE Br a EEE en EN 


a condition que le point (x) soit interieur a la face P(v) et que le vecteur 
[A,] ne se trouve pas parmı les vecteurs [MP], (k=1,2,... (n—rv)). 
En supposant que ,=4®, on aura l’egalıte 


BA » 3%) %(k k N V 
Fe a Er u A ET nr EP), 
(k=1,2,...(n—»)) 


On demontrera aisement le theoreme Il €nonce en repetant les rai- 
sonnements qui ont &t@ exposes pr&ecedemment. 

38. Les resultats obtenus ouvrent une nouvelle voie pour les 
recherches concernant les parallelo@dres primitifs. On peut envisager l’en- 
semble (A) des paralleloedres primitifs sous un nouveau point de vue, 
a savoir: 

Chaque paralleloedre KR“ de l’ensemble (R) caracterıse par le vecteur 
[A] presente un ensemble de points (x) verıfiant Uinegahte 


(» » 2 j 2 (» . 0 (0 
V (2,24 ... Ins hız ba; ... 1.) _ ] (24, 2, RR X a, 1. _ am), 


quel que sort le vecteur [1,] appartenant au groupe @. 
Nous avons vu au n’ 32 que pour le paralleloedre principal A, de 
l’ensemble (/) on a 


va, 0,0, 
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Il s’ensuit que le paralleloedre principal A, est defini par l’inegalite 
Va; Uyyore ln hy, kn, .. A.) > 0 


qui subsiste, quel que soit le vecteur [4,] du groupe @. 


Determination de la fonction generatrice V (& 5 &y ... &uy Ayy Any en A,)- 


39. Supposons que le paralleloedre prineipal A, soit determine & 
l’aide des inegalites canoniques 


Ay + Za.u; >0$. (k==1, 2,....0) 


Designons par [A,] le vecteur qui definit une translation du paralle- 
loedre A, en R, (k=1,2,... 0). 

Prenons deux paralleloedres Z, et Ä, contigus au paralleloedre /, par 
les faces P, et P, qui ne sont pas paralleles. Posons 


Khahrth 


et designons par A le paralleloedre de l’ensemble (/?) caracterise par le 
vecteur [A,]. 

Le paralleloedre A est contigu aux paralleloedres Zt, et AR, par les 
faces qui sont congruentes aux faces /, et P.. 

On peut done former deux series 


R,Ru,R et R, RR 


de paralleloedres qui sont succesivement contigus. 
Supposons que le paralleloedre Z#, soit determine & l’aide des in- 
egalites canoniques 
u [a + Fa, +4) >00. (r=1,2,...0) 


La face du paralleloedre AR, qui est congruente A la face P, sera 
determinee par l’equation 


u [au + Fa, +Am)]=0. 
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Il en resulte que la fonetion V (x, &%y +... %,, Ay Ayy ... A,) Bexprime 
par la somme 


Ve A a A) lat Fa + [an + Zar + An)]- 
De la m&äme maniere, on obtient 
F (ln en Ba Ay A sn A ER + Ay ta, +%,)]. 
En vertu du theor&me fondamental du n’ 34, on aura une identite 
Aut Fa, + [au + Ft + Aa) an + Fa + ua + Fa; + An). 


Il s’ensuit que 


(1.) Ur + U. (Ay + 24, );x) _ (y, + U, (Ay + zZ d; h,) 
et 
(A; En ud, =4,;, + 1,0. ((ee1,2,...") 


Nous avons suppose que les coefficients «, et @,, =1,2,...n) 
ne soient pas proportionnels, done il est necessaire que 


ei u u, gi 
Nous sommes arrives au r&sultat important suivant: 
Chaque paralleloedre R caracterıse par un vecteur [A| sera determine 

par les inegahtes canoniques 
gg E= 24; (w, +4.) > 0, (k=1,2,... 0) 

Observons qu’en vertu de (1.), on aura l’Egalite 

= Ari, ZA yhr 
Dans cette Egalite, on peut attribuer aux indices k et Ah les valeurs 


kei. Amt, 3... 
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40. Theoreme. Les vecteurs 


[Ralı [Azlı +. (A) 


forment la base du groupe @. En posant 


(2.) = Elihy 


k=1 


ou Iyday... 1, sont des nombres entiers arbitraıes, on determinera chaque 


co 


vecteur [3,]) du groupe G. En designant 


(3.) d= > 1A; 


k=1 
on definra la fonction V (a, as 00%, Ayy Ans... A,) par la formule 


0 


5 a 1 n n 
(4.) ie ae (au. — 5 P3 A; + A; 2) 


k=1 


+ S FE a;k;. 


i==1 


Admettons que la formule (4.) soit verifide pour les vecteurs [4{”] et 
[47] qui sont definis par les Egalites 


n n 
(9.) = Ss Pag h;; et = P3 ha (=1,2,..n) 


4}! 1 


Nous allons voir que la formule (4.) sera aussi vraie pour le vecteur 
[},) determine par les Egalites 


„eiN+h,. 
Designons par R,R” et A les paralleloedres caracterises par les 
vecteurs [A;], [4{”] et [A]. 


Le paralleloedre A“ sera determine par les inegalit6es canoniques 


Ay + Fa, a; +) >0. 
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On en eonelut que la fonetion V(&,,%y ... %, Ay, Any... A,) Bexprime 
par la formule 


(6.) WA a hr a A A A " ri. 0 
+ a A 


ou la fonetion U(ay. &y ...%, Ayy day... 4,) presente la fonction generatrice 
determinee & condition que le parall&lo&dre AR” ait &t& choisi pour le paralle- 
loedre prineipal. 

En designant 


oO 0 
(7.) ad=- 3 Wa, ,eta= 5 nü,. ((=1, 2,.. 9) 


k==1 k=1 


on aura, en vertu de la supposition faite, 


Fa a Ka BE U nn BE R; ®(an- 5 Zaziat Zayır, )+52 al" a9, 


9) l 
y 2 “ö af al\ _ | (0 % y » 
Ü (2, &, se .dns his bay ... ms bau + ZAyxh, '—; — (l ber + Fa,%) 


1 
= SE 
+ 5 
Posons 
W=M+Y, 


En vertu de (6.) on obtient 


; ’ : 1 : 
5) Fee Ad en Z1,(a, - 520,4, +2a, %,) 


+ + Sa” m +5 1 za + 5 5 Fa, dd 1m, 


en 
Examinons la somme 


(9.) DIL 1m +5 PY ): + - 55 a 1", 


k=li=l 
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En vertu de (5.), on aura 


Zu 5 Z aul”i, 


Jalimı 


Nous avons vu au n? 39 que 


n n 
K— d== 
done 


0 0 
3 A; h = = 3a," h ik 


el haliztl 


et, a cause de (7.), il vient 


3 a,10 = & a A, 
i=1 =1 


Il s’ensuit que 


0} n 
FE 5 a,lUı9 = Fa" i. 


k=li=m 


En vertu de (7.), on aura aussi 


oO 


FE Sa nr 19 = 5 a,ı®. 


k=lin1l EB! 


On peut done presenter la somme (9.) sous la forme 


Zu „0 +3 Zah + Fa,l =) (ZaNM+Zam + ZA" + Zali) 


=lı=ı 2 
1 
1 za + a9) am + 1). 
Uomme 
a” +ad=a, et AM+L—=A, 


la formule (8.) peut s’eerire 


be ia 


] (2. Ja, ... Ts hs ha, ... = 2 klaus 5 Aubat Zar es 2 2a. h 
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Il est aise de verifier la formule (4.) dans les cas 
= tis (k=1,2,...0) 


Il en resulte que la formule (4.) subsiste, quel que soit le vecteur 
[1,] appartenant au groupe @. 
Thheoreme II. Le groupe G possede une base formee de n vecteurs 


[2], [22], --- [7]. 


En posant 


(11.) „= 55 I; Tr 


k=1 


oü Ayla... 1, sont des nombres entiers arbıtraıres, on determinera chaque 
vecteur [1,) du groupe G. En designant 


n 
l (Ky Hay oe Lny IT, 77, ... n,)= Put 2 Pit, (k==1,2,...%) 
ı1= 


et 


(12.) Rp} Pi, 


on aura la formule 


n 


‘ n 1 n n 1 2 
Va Kay er Uny Ayy Aay one An) u (pa — > < Pin" + <= Pa 2,)+ 5 Zah 


i=1 


On demontrera aisement le theoreme II enonce A Vaide de la 
formule (4.). 

Observons que la somme =a,i, presente, en vertu des &galites (11.) 
et (12.), une forme quadratique des variables entieres /,, bh, ... /, 


zsauı= 235 Ay I 


k=ilhml 


ol on a pose 


1 » ]j » 
Au =5 < Pu N1,,+ > z Pin Tl» 
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Nous allons voir que la forme quadratique obtenue Z&FA,L!, est 
positive, 
Determination du centre des paralleloedres primitifs. 


41. Theoreme I. Chaque paralleloedre primitif possede un centre. 


Designons par ($;) le point v£erifiant les egalites 
(1.) Por -3 & pa Nat E77 =. (k=1,2,..n) 


Je dis que le point ($,) presente le centre du parall&loedre prin- 
eipal Ay 
Pour le demontrer, posons 


n 


h 
In = s I A (h=1,2,...0) 


En vertu du th6or&me II du n° 40, on obtient 


i . 1 
(Aydaposelny Ayıy Aa ... hnn) = zii (Pur -z = Pr” + = pi ;) 


1 n 
+ > = (Pa Dt +Pu MD) An 


D’autre part, en vertu de la definition etablie au n° 32, on a 
(un dy, ... Uns Ans Ans ... Inn) =. Ay + PYM Li. 


Il s’ensuit que 


(2.) d,= = 1" Ps (h=1,?2,...0) 
al 
et 
“ 1 l . 


Multiplions les &galites (1.) par A? et en attribuant & lindice k 
les valeurs 1,2,...n, additionnons les &galites obtenues, il viendra, A cause 
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de (2.) et (3.), 
(4.) Ay — - Za,.+2a,S;=0. (M=1,2,...0) 
Cela pose, prenons un point quelconque (z,) appartenant au paralle- 
loedre A. 


Pour que le point (5;) soit le centre du paralleloedre A,, il faut et 
il suffit que le point (x;) determine par les Egalites 


(9.) =28,—%,, (=1,2,...n) 


appartienne au parall&eloedre /t, aussi. 
En vertu de la supposition faite, on aura les inegalites 


(6.) “ 7 + = A, L; > 0. (kh=1,2,...0) 


En observant qu’a cause de (4.) et (5.) 


ih"i 


! 
Ay, ta, = —- Ay —- 24; (z; — 4.) 


et que liinegalite 
— (Ip — = A; (@; —4,,) > 0 


se trouve parmi les inegalites (6.), on obtient 


Ay + 2a, >0. (h=1,2,...0) 


Il est done demontre que le point (£,) presente le centre du paralle- 
loedre A. 

Observons que le centre ($,) est interieur au paralleloedre A. 

Pour le d&montrer, supposons qu’un point (z,) soit interieur au paralle- 


loedre A,. 
On aura les inegalites 


Ay + Zay,r%; >0. 
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Parmi ces indgalit6s se trouvent les indgalites 
— A4y,— 2a, —4,)>0. (=1,2, .0) 
En faisant la somme de ces inegalites, on obtient 
Za,ku>d, (h=1,2,... 0) 
' et, & cause de l’Egalite (4.), il vient 


Ay t+Zay Ss >00. (Az=1,2,.. 06) 


42. Theoreme II. La forme quadratique 
z (Pa I; + Pa + +Pi 1.) (7, KW+nab+ +7, 1.) 


des variables entieres I, ba, ... 1, est positive. 
Appliquons le theoreme I du n? 37 au centre ($;) du paralleloedre 
prineipal A,, on aura l’inegalite 


(7.) ee, 


quel que soit le vecteur [A,] du groupe @, le vecteur [0] &tant exclu. 
En vertu du th&or&me II du n° 40 et des Egalites (1.), il vient 


r Er 1 
Ds Bar er aa A Aa a 1)=52(palı +++ Pa 1.) (7; ++ +n, 1) 


et, & cause de (7.), on trouve 
(Pa tPpabttPpa) Ant rab++n,l)>0. 


L’inegalit€E obtenue subsiste, quelles que soient les valeurs entieres 
des variables /,, 4,... /,, le systeme 4=0, ,4=0, ... /,=0 etant exelu. 
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Groupe continu de transformations lineaires des paralleloedres primitfs. 


43. Eiffectuons une transformation lineaire du parall&loedre primitif 
prineipal A, & l’aide d’une substitution 


n 
z=0u+ 2 04%; (i=1,2,...n) 
k:=1 
a eoefficients r&els quelconques et du determinant qui ne s’annule pas. 


On obtiendra un nouveau parallelo&dre primitif ?’ qui sera determine 
& l’aide des inegalites canoniques 


n 


’ . !t „ Gang 
um? + Po xy, TI - 0, (ka, 2,.. 60) 
kai 
N Kl 
ol on a pose 

n ; n 

' 1 d 
(1.) O0 t z d;, Os = = (A ;n x (k>1 - VE 0 

i= i= 


Le groupe @’ de vecteurs correspondant au paralleloedre obtenu 
sera determine. par les Egalites 


(2.) „= 2% 0% PR 
1 


a condition qu’au vecteur [4,] du groupe (7 corresponde le vecteur [};] dans 
le groupe (7. 
Designons 


n 
ea A A)eit & pı® 
et 


n 
4 ı ' ‚r 3 ' ı a 4 Pr 
Va ir a Ay Ar A) Ft 2 piwi. 
== 


En vertu de la formule (4.) du n®’ 40 et des &galites (1.) et (2.), 
on obtient 


n 
) a) 4 j 
Pu = Pu < Pi@a, Pk & P;lx k=12...n) 
It} 
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Il en resulte que [,] et [n;] etant deux vecteurs correspondants quel- 
conques, on aura 


(3.) z pıa= & pm. 


i=1 
Thheoreme. La forme quadratıque 


n 


P% 57 Aukl,= R\ (Paht Pakt t Pal) Ant Rat + al.) 


k=lıh= 


presente un üwartant dans le groupe continu de transformations lineaures. 
Le theoreme Enonce est Evident en vertu de l’egalite (3.). 
44. Effectuons une transformation des paralleloedres primitifs de 
l’ensemble (Z?) a Vaide d’une substitution 


iv 


„er. N) 


1 .d A 
Pur — ) = Pi N.t = Pu Id, = 2. k=1, 
ıi— r_— 


On obtiendra un ensemble de paralleloedres primitifs (Z). 
La valeur correspondante de la fonction V (a1, 5 ...%,, Ay day... A) 
pour l’ensemble (/?) sera exprimee par la formule 


n ] n n 
„ PN 4 -f .! „I az - h. > . 
Variant: EE Alh. 


i—=1 “;2ejet 


En vertu du theoreme du n? 38, le paralleloedre prineipal de l’en- 
semble (Z) sera determine par les inegalites 


ZI A,L,+ 3 1, >0 


Air 
i=1 


DI eh 


qui subsistent, quelles que soient les valeurs entieres de /, %,.../,. 
Les differents paralleloedres de l’ensemble (/?') seront determines par 
les inegalites 


(4.) Ex A,1,+ El, > 5 ZEA,D OEM, 


NY mei 











‘ 
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- 


Chaque paralleloedre de l’ensemble (A) sera caracterise par un 
systeme correspondant (/”) de nombres entiers X”, /%”,... iD. 

Observons qu’on pourrait remplacer la base du groupe (7 forme&e de ». 
vecteurs par une autre base forme&e de n vecteurs aussi, ces deux bases seront 
equivalentes, en vertu du th&oreme III du n’ 11; la forme quadratique posi- 
tive correspondante Z> A,/,/, sera remplacee par une forme &quivalente; 
les inegalites (4.) definissent dans ce cas l’ensemble des parallcloedres qui 
peut &tre transform& en l’ensemble (/) a l’aide d’une substitution lincaire 
eorrespondante & coefficients entiers et du determinant + 1. 

Le remarquable theoreme suivant est done demontre. 

Theoreme. En effectuant les transformations Iincarres d’un paralle- 
loedre primitif a Taide de substituiions a coefficients reels quelconques quı 
forment un groupe continu de substitutions linearres, on obtient un ensemble 
de paralleloedres primitifs qui est parfaitement determine par une classe de 
formes quadratiques positives equivalentes, a condition qu’on ne considere pas 
comme differentes les formes quadratiques a coefficients proportionnels. 

Nous allons voir que chaque forme quadratique positive definit, A 
laide des inegalites (4.), un ensemble de paralleloedres congruents qui 
peuvent etre primitifs ou imprimitifs. 


Section III. 


Determination des paralleloedres A Vaide des formes 
quadratiques positives. 


Definition du polyedre convexe correspondant a une forme quadratique 
positiwe. 


n n 
45. Soit 3 3 a,x,2, une forme quadratique positive arbitraire A 
i=lj=1 j 


n variables &,,%,,...x,. Envisageons un ensemble Z de points («,) verifiant 
l’inegalite 


sam 1 


n n n 
z z 4,0;% +2 3 0,2, >0, 


quelles que soient les valeurs entieres de 2,25, ...%,. 
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En vertu de la definition etablie, l’ensemble A jouit des. proprietes 
suivantes: 

1. L’ensemble R est a n dimensions. 

2. Le point: (0) presente le centre de Vensemble R. 

3. L’ensemble R est convexe. 

Prenons un systeme de parametres arbitraires &,, &,... &, et examinons 
un vecteur 9 compose de points («,;) qui sont determines par les egalites 


,=08 OU E>O. 
Il est aise de demontrer qu'il existe un intervalle 
0<e<g, 0U QH>0O 


qui eorrespond aux points du vecteur y appartenant & l’ensemble A. 
En posant 


u =00; 


on obtient un vecteur [«,,] dont les points appartiennent & l’ensemble A. 
Le point («,,) appartient & la frontiere de l’ensemble A, c’est-a-dire: le 
point («;,) verifie Vinegalite 


(1.) z2u, LU; U, + 2 BU mM _ V, 


quelles que soient les valeurs entieres de %,,22,...2, et verifie au moins 
une egalite 
(2.) Z>3a,ll, +2 8Fo,.l;=V0, 


ij fi 


luylay... /„ etant des nombres entiers qui ne s’annulent pas. 
Designons 


(3.) Oi Zu O;o 5 ”3 q;; Li (i==1,2,...*) 


on aura, & cause de (2.), l’egalite 


zZ 2a, +2 20,5, =22a,(; —a)(,—2)+ 2283 «,(,— x) 
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et, en vertu de (1.), on obtient 
(4.) 3 20,%%+220,%,>V, 


done le point («,,) appartient & l’ensemble /? aussi. 

En faisant la somme des inegalites (1.) et (4.), on trouve, A cause 
de (3.), 

SS 2a, —- 2 F3a,rl;>V. 

L’inegalite obtenue subsiste, quelles que soient les valeurs entieres 
de 2,2, ...2,; cette inegalite peut s’ecrire 

Sal <F.3a,ll,— 22)(,—2%). 

On en conclut que le systeme (/,) n’est autre chose qu’une represen- 
tation du minimum de la forme quadratique positive I «,x,x, determinee 
dans l’ensemble compose de tous les systemes de nombres entiers qui sont 
congrus au systeme (/;) par rapport au module 2. 

Le nombre des systemes pareils est fin. Supposons que tous ces 
systemes forment une serie 


(5.) le) ec 


46. Theoreme. L’ensemble R presente un polyedre convexe determine 
a Tarde des wnegalites 


(6.) 224, I kn +2 20, # > 0, (k=1,2,... 0) 
En vertu de la definition etablie, chaque point («,) de l’ensemble 
R verifie ces inegalites. Admettons qu’un point («,) verifiant ces inegalites 


n’appartienne pas & l’ensemble #. On determinera dans ce cas une valeur 
positive du parametre o dans l’intervalle O<e<Z1, de maniere qu’en posant 


(7.) e>=90, ou 0<e<il, 


on obtienne un point («{”) appartenant & la frontiere de l’ensemble #. Le 
point («!”) verifiera, comme nous l’avons vu, une egalite 
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(8.) 38a, +2 800 1,—0 


caracterisce par un systeme (/;) appartenant & la serie (6.). 
En vertu de l’egalit@ obtenue, on trouve 
Lam 1, <0 


et, & cause de (7.), il vient 


Sal, <0. 
En presentant l’egalite (8.) sous la forme 


23a, +2 Salh=2(l -0)2a,l,, 


) J 


on aura l’inegalite 


Z>a,ll,; +2 F«el<0, 


u €e7 


ce qui est contre l’hypothöse. 


Inegahtes independantes qui definissent le polyedre convexe correspondant 
a une forme quadratique positive. 


4%. Il peut arriver que parmi les inegalites (6.) du n° precedent 
se trouvent des indgalitös dependantes. Admettons, par exemple, que 
linegalite 


(1.) = 2a, +2 Za,l, >0 


soit dependante. On aura dans ce cas une identite 


ü 


(2) ZEa,ll428o, \=0+ & 0 (ZXa,l,l; +2 Fa,l,) 
=] 


\ 
MU 





v—>0, 9, >0. 
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Nous avons vu au n’ 45 que linegalite 
22a, —- 23a, | >V$ 


subsiste quelles que soient les valeurs entieres de &,, 4, ... 2, 
En faisant dans l’identite (2.) 


on obtient 
+20 (22a, —- 22a, l)=0, 
et par suite 


v0, (28a, - 28 a,l,l)=0. (k=1,2,...0) 
En supposant que 0,#0, on aura 


P#« (l,, En Lr — 22 (,, M I Zum 0, 
done 
33a, =F&%a,(l,— 21,)(,—21,). 


En vertu de l’egalit€ obtenue, le systeme (,—2/,) se trouve dans 
la serie (5.) du n° 45. C’est une condition necessaire pour que liinegalite 
(1.) soit dependante. 


48. Thheoreme. Pour quw une inegalıte 


soit independante, ıl faut et il suffit que la forme quadratique Zr a,u,x »- 
possede que deux representations (1) et (—I;)) du minimum dans Tensemble 
compose de tous les systemes de nombres entiers qui sont congrus au systeme 
(1) par rapport au module 2. 

Nous avons demontre que la condition Enoncee est suffisante. Il reste 
a demontrer que cette condition est necessaire. 

Admettons que linegaliteE (3.) soit independante.e Dans ce cas, 
l’equation 
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22 a;ll,+22al;=0 
definit une face ? & n—1 dimensions du polyedre Zr. 
Soit (@,) un point qui est interieur & la face P, On aura l’inegalite 


(4.) S2a,02, +2 20%, >0, 


yuelles que soient les valeurs entieres de x, a,...2,, les deux systemes (0) 
et (/,) etant exelus. En posant, comme nous l’avons fait au n? 45, 


(9.) a; =—-a,-Sa;l, 


ij) 


on aura aussi une inegalite 
L) u V fa; 
(6.) 22 u,00%;+22 ua; 0,>0 


qui subsiste, quelles que soient les valeurs entieres de 2,,%...2,, les deux 
systemes (0) et (/;) etant exelus. En faisant la somme des inegalites (4.) 
et /6.), on trouve, & cause de (5.), 


22 4,2, — 3a, >V 


ua 
ou autrement 


28 a,ıı,<FE3a,(l,—2%)(,—2%,). 

L’inegalite obtenue subsiste, quelles que soient les valeurs entieres 
de %,%2,...%,, les deux systemes (0) et (/,) etant exclus. 

Le theor&me Enonce est done demontre. 

Corollawre. Le nombre des ınegalites independantes qui definissent le 
polyedre R correspondant a une forme quadratique positiwe ne peut pas sur- 
passer la hmite 2(2”—1). 


Ensemble (R) de paralleloedres defini par une forme quadratique positwe. 


49. Theoreme. Supposons que le polyedre convexe R correspondant 
a une forme quadratique positwe EZ a,, x, x, sort determine a Tarde des inegahtes 


3 2a,,%, +2 20,2, >0. 


% 


) 














3) 


=] 
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En effectuant les translations du polyedre R le long des wvecteurs 
determines par les egalites 


ylay.../, etant des nombres entiers arbitraires, on composera un ensemble (RR) 
de polyedres congruents qui partagent uniformement lespace a n dimensions. 

Designons par /?’ le polyedre qu’on obtient & l’aide d’une translation 
du polyedre A le long du vecteur [A,. Le polyedre A sera determine par 
les inegalites 


n n 
E 23 a, +22 (+2 «,l); 0. 
== 


ii = 
Cette inegalite peut s’eerire 
23a, +) +l)+2 30,5 +l)>223a,ll,+22%al.. 
On en eonelut que le polyedre A’ sera determine par les inegalites 
(1.) 23a, +2 230, >S2a,ll+28a;l, 


qui subsistent, quelles que soient les valeurs entieres des variables &,,.:,,..%,. 

On dira que le polyedre #’ congruent au polyedre It est caracterise 
par le systeme (/,). | 

Designons par (A) l’ensemble de tous les polyedres congruents au 
polyedre A et qui sont caracterises par les differents systömes (/;) de nom- 
bres entiers. 

Je dis que l’ensemble (/?) remplit uniformement l’espace & n dimensions. 

Prenons un. point arbitraire («,) dans l’espace & n dimensions et 
cherehons le polyedre de l’ensemble (/) auquel appartient le point («,). 
A cet effet, determinons une representation (/,) du minimum de la forme 


S2a,0,,+22a,., 


dans l’ensemble E compose de tous les systemes (x,) de valeurs entieres des 
variables 2,,.,...2,. 
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On aura l’inegalite 
220,0, +2 2,, >Z223a,ll +22%a;l, 


qui subsiste dans l’ensemble £. Il en resulte que le point («,) appartient 
au polyedre de l’ensemble (/?) caracterise par le systeme (},). 

Admettons que le point («,) appartienne aux differents polyedres de 
l’ensemble (AR): R, R',... RW) caracterises par les systemes 


(2.) (Di. 
En vertu de (1.), on obtient les egalites 
(3.) Z3a,lıl,+22@l,=233a,ll,+230|. w=1,2...n 
Il s’ensuit qu’on aura l’inegalite 
Z2a,, +22, >23 23a,ll, +23 «;l, 


quelles que soient les valeurs entieres de 2,,%,,...%,, les systemes (2.) 
etant exclus. 

On en conclut que le point («,) est interieur & une face commune aux 
polyedres A, R',.. RW) et definie par les equations (3.). 

Nous sommes arrives au resultat suivant: 

Chaque forme quadratique positwe definit un ensemble (R) de paralle- 
loedres congruents qui peuvent etre primitifs ou imprimithfs. 


Algorithme pour la recherche du minimum de la forme 3 3a,0,, +23 a;w, 
dans Tensemble E. 


50. Supposons qu’on ait determine les inegalites independantes 


& Za,lılıt+2Fa,l,>0 (&=1,2,...0) 


qui definissent le paralleloedre A correspondant & une forme quadratique 
positive I &a,®;2,. 
A l’aide des syst&mes 


(a) (a)ı-. (lo) 
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de nombres entiers, on peut resoudre plusieurs problemes de la theorie 
arithmetique des formes quadratiques positives. 
Cherchons; par exemple, le minimum de la forme 


(1.) Z>2a,2.,%, +2>30,2; 


dans l’ensemble E compos® de tous les systemes (x) de nombres entiers, 
Cy@&yy...c, etant des parametres arbitraires donncs. 

Les valeurs de x,,%,,...%, qui correspondent au minimum absolu de 
la fonction (1.) verifient les equations 


n 
JE Ad, + =V. (kza1,2,..%) 


i=1 
Designons par ($,) le point verifiant ces equations. En posant 
S=l+r,;, 


determinons les nombres entiers /,,4,../, d’apres les conditions 


(i=1,2,...0) 


Dans le cas r,=0 (?=1,2,...n,) le systeme (/,) est celui qu’on a 
cherche. Admettons que tous les nombres r,(=1,2,...n) ne s’annulent 
pas. Posons 


oe —=a;+ & Ay, 
j= 
et examinons le point («!”). Admettons que le point («”) appartienne au 
paralleloedre AR. Il en resulte que le point («,) appartient au parall&loedre 
de l’ensemble (R) qui est caracterise par le systeme (/,), done ce syst&me 
represente le minimum de la forme (1.). 

Dans le cas oü le point (e‘”) n’appartient pas au paralleloedre A, 
determinons une valeur 9, dans l'intervalle O<g,<1 du paramötre o, de 
maniere que le point (g, «{”) appartienne & une face du paralleloedre A. 
Supposons que cette face soit determinde par l’&quation 
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On aura une egalite 


SFa,l,, +29 24, =0 a 0 <a<k 


Posons 


n 
ı 0 ’ 
,=0,+ 4; [, 


j=1 


et examinons de nouveau le point («;) et ainsi de suite. Je dis qu’on 
determinera toujours une representation du minimum de la forme (1.) en 
repetant plusieurs fois le procede expose. Pour le demontrer, supposons 
qu’on ait determine & l’aide de l’algoritlime expose une serie de points 


(2.) N), (dr  (), ee 
et une serie de systemes 


(9), (EL), 2. (9)... 
verifiant les egalites 


n 
(3.) aM u u BP} erh, te1;2 ..) 
j=1 


et les egalites 


Zr, PM P+L2 3, PP-0 ot 0 <g<I1. =11,2.. 


ij 


En vertu de ces egalites, on trouve 


nv 
. 
u 


(4.) Zr, MP +22 M<O. (k=0,1,2,.. 


ji 
En designant 


(d.) mP9—l+ Mr... +1 =1,2,...) 
et 
mo =, 


on obtient, a cause de (3.), 


—_ 


n 
(6.) oP—=an+ 3 a,m®, k=0,1,2,.. 
ji 
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En substituant dans l’inegalite (4.), on trouve 
ra, PO +HmP)APH+m®) +2 20, P+mM)<LLa,m® m® +2 Fo,m®. 

Uette inegalite, a cause de (5.), peut s’ccrire 
Zra, mt) mE) L2 Bu mV) <EZa, m! m" +2 Fo,m®, «a=0,1,2,...) 


Le nombre des systemes (m!®) de nombres entiers verifiant ces 
inegalites est limite. On en conelut que la serie des points (2.) se terminera 
toujours par un point («®) appartenant au paralleloedre Ä&. En vertu de 
legalite (6.), le systeme (m{®) represente le minimum de la forme 
Zra,,%+2>o,a, dans l’ensemble E. 

Il reste a determiner toutes les representations du minimum de la 
forme examinee dans l’ensemble 4. Le probleme pose se ramene A la 
recherche de tous les parallelo@dres de l’ensemble (Zt) qui sont contigus 
par une face & l’interieur de laquelle se trouve le point («!”). On deter- 
minera tous ces paralleloedres en examinant successivement les parallelocdres 
qui sont contigus & A par les faces ä n—1 dimensions et ainsi de suite. 


Proprietes des systemes de nombres entiers qui caracterısent les faces a n—1 
dimensions du paralleloedre correspondant a une forme quadratique positwe. 


5l. Supposons que les systemes 


(1.) +) 3 lledı + (li) 


caracterisent les faces & »—1 dimensions du paralleloedre / correspondant 
a une forme quadratique positive I >a, 2,2,. 

Theoreme 1. Les elements Is Is ».. Z, de chaque systeme (l,,) appar- 
tenant a la serie (1.) n’ont pas de diviseur commun. 

Nous avons vu au n°45 que les nombres /.. ls +. Z„,. verifient 
l'inegalite 


224, «T; T, a. zZ 2a, T, I ee) 0 


dans l’ensemble £. En admettant que 
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et en posant 2;=1, dans l’inegalit pr&ecedente, on trouve 


Sa, -IFFa,tt,>0, 


yı) 


et il est necessaire que d=1. 
52. Theoreme II. Supposons que n systemes 


SER (Pads (Padı+«- (Pr) 


representent n minima consecutifs 


- 


M<M<...M, 


de la forme quadratique positwe Z>a,x,®,. Tous les systemes (2.) se trouvent 
dans la serie (1.). 

En vertu de la definition du systeme de ” minima conseeutifs, on 
aura une inegalite 


M,= Zu, px Pa <Z2a,%%, &=1,2,...n) 


tant que les nombres entiers &,,.%,,...2, ne peuvent Etre presentes sous la 


forme 
k—]1 


= > U, Piry 
Fe] 


le systeme (0) etant exelu. 
Admettons que le systeme (p,) n’appartienne pas & la serie (1.). 
Dans ce cas il existe un systeme (Z) de nombres entiers verifiant l’inegalite 


.Py} üj Pix P;x — >S2 A, (Pa 21.) (Pr : 21,) 


ou autrement l’inegalite 
5 we xy 
ZZa,p, >EEaytt, 


En posant 


(3.) G=Px — 
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on presentera l’inegalite pr&ecedente sous la forme 
(4.) Zra,b, + 3a, ,; SF Ea,Ppi Pr 
En supposant que les deux systemes (/,) et (g,) different du syst@me (0), 
on aura, en vertu de l’inegalit@ obtenue, les Egalites 


k—1 k—1 


= ZUuPry = 33V, Pr 
vi roi 


et, & cause de (3.), il vient 


k—1 


Pax = = (u, + v Pi 


Les egalites obtenues sont impossibles, puisqu’autrement le deter- 
minant de n systemes (2.) s’annulerait, ce qui est contre l’'hypothese. 
Il en resulte que l’inegalite (4.) ne subsiste qu’ä condition que 


ou .—=0 ou = Pike (=1,2,...n) 


Il est done demontre que le systeme (p,), (k=1,2,...n) appartient 
a la serie (1.). 

Corollaire. Toutes les representations du minimum arıthmetique de la 
forme quadratique positwe ZIa,x,x, se trowent dans la serie (1.). 

93. Theoreme III. La valeur numerique du determinant de n systemes 
quelconques appartenant a la serie (1.) est inferieure a n!. 

Choisissons dans la serie (1.) n systemes quelconques 


(lia)> lady +. (im) 


dont le determinant + w ne s’annule pas. Designons 
(5.) =; = Aa, et .=—; 5 a,l.. (k=1,2,..%) 
—=1 


En vertu des inegalites 


SER L; &; + > Na, X / —>0 (kh=1,2,..?T) 


id Bl A Der 
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qui subsistent dans l’ensemble &, 2n points (5.) appartiennent au paralleloedre 
ft eorrespondant & la forme quadratique FIa,x;z,. 

Choisissons n points quelconques parmi 2% points (5.), ayant egard A 
ce que les deux points correspondant & une m&me valeur de l’indice k ne 
se trouvent pas parmi les points choisis. On formera de cette manicre 
2" systomes composes de „ points 


(eP), (a), ... (an) )r (Ein) ... (&,); 


Iytia,... Ah, etant une permutation quelconque des indices 1,2,...n et 
Eee 5 
Designons, pour abreger, 


) ( | 1 ' Fe 
(6.) MM), K=1,2,. Air — Or k=u+1,..n;h=1,2, ..2%) 


uh,? 


et examinons un simplexe Ä, determine par les egalites 


n n 
= 3 A 3 A<L et I,>0. @=1,2,...0) 


i 
k=1 k=1 


Tous les simplexes X,,(A=1,2,...2”) appartiennent au paralleloedre Zt. 
Un point quelconque («,), qui est interieur a un simplexe Ä,, n’appartient 
& aucun autre simplexe de la serie formee. Il en resulte une inegalite 


(7) > / EI FERN : / FE; (=1,2,...2%) 
(K,) (R) 


54. En designant par D le determinant 


D= u . + . . . . . 


dA, (2 ... dA 


nn 


de la forme quadratique F&«,x,x,, on aura en vertu de (5.) et (6.), 


[ da, da,...da,= —- D 


r K,) 
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et linegalit@ (7.) donne 


N 107) T 
(8.) „1 D</ BU 


(R) 


Cela posc, observons que le groupe (7 de vecteurs correspondant au 
paralleloedre /? possede une base formee de n vecteurs 


[a], [a2], ++» (an). 


En vertu du theoreme III du n® 11, il vient 


(9.) / da, da,..da,=D. 


(R) 
En substituant dans liinegalite (8.), on obtient 


w<n! 
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Bemerkung zu Cremonas Abhandlung über die 
Flächen dritter Ordnung. 


(Dieses Journal Bd. 68 S. 1—153). 


Von Herrn Rudolf Sturm in Breslau. 


Ai ich vor ungefähr 40 Jahren Cremonas bekannte Schrift las, 
stieß ich in dem dritten Kapitel: Assemblages symetriques, welches identisch 
ist mit dem letzten Kapitel: Complessi simmetrici dei Preliminari ad 
una teoria geometrica delle superficie”), auf eine mir nicht verständliche 
Stelle, über welche ich damals nicht zur Aufklärung gelangen konnte. 
Ich hatte neuerdings Veranlassung, mich wiederum mit diesem Kapitel zu 
beschäftigen, und bin — es handelt sich vermutlich um dieselbe Sache — 
nun zur gewünschten Aufklärung gelangt. 

Das Ergebnis ist, daß Cremona Behauptungen aufgestellt hat, die so 
allgemein nicht richtig sind, wenn eben bloß die Voraussetzung eines symme- 
trischen Komplexes gemacht wird. Sie werden aber richtig bei denjenigen 
symmetrischen Komplexen, welche durch die zweiten Polaren einer Grund- 
fläche gebildet werden, und auf solche kommt es schließlich in Cremonas Ab)- 
handlung allein an. Aber Üremona macht in Kap. 3 nicht diese Einschränkung. ””) 

Ich versuche im folgenden eine an (remona möglichst sich an- 
schließende andere Darstellung. 

I. In Nr. 42 gilt ('remonas allgemeine Behauptung. Darin handelt 
es sich um zwei projektive Flächenbüschel »-ter Ordnung: 


*) Memorie dell’ Accademia di Bologna Ser. II Bd. 6 und 7. — In den Grund- 
zügen einer allgemeinen Theorie der Oberflächen (Berlin 1870), in welchen beide 
Schriften vereinigt sind, II. Teil, Kap. 9. 

**) Ich wiederhole, was ich in meinem Nachruf auf Cremona gesagt habe: Gerade 
eines bedeutenden Mannes Versehen dürfen nicht stehen bleiben. Mein Wunsch ist, 
Cremonas wichtige Abhandlung noch wertvoller zu machen. 
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Pi P:: P; ..; 


I > I 
P. 2 In... ’ 


welche einen symmetrischen Komplex bilden, d. h. in denen 7%, identisch 
mit P, ist. Da ist klar, daß die n’ gemeinsamen Punkte von Pı, is, Ps; 
weil den Grundkurven der beiden Biüschel gemeinsam, Doppelpunkte der 
erzeugten Fläche von der Ordnung 2n sind. Ferner, jede Fläche eines der 
beiden Büschel schneidet das Erzeugnis in dem Schnitt mit der ent- 
sprechenden Fläche und in der Grundkurve des eigenen Büschels. Bei 
P., und P, vereinigen sich diese Kurven in die Schnittkurve mit P,,. Also 
berühren 7}, und P, die erzeugte Fläche längs der Kurven, in denen sie 
von P, geschnitten werden, so daß die beiden Berührungskurven in die 
Fläche 2n-ter Ordnung durch P, eingeschnitten werden. 

II. In Nr. 43 werden drei kollineare (oder, wie ('remona sagt. pro- 
jektive) Flächennetze n-ter Ordnung vorausgesetzt mit den entsprechenden 


Flächen: 


7 > 
N, Pu Pi2 P;3 Pin +». ‘ 
N, P;, P. P, PP ... 
N; P;, Pz P; P; ..;. 


derartig, daß wiederum ein symmetrischer Komplex entsteht, daß nämlich 
F=Po, =Pı, PP». 


Durch die Büschel (Pu, P3), (3,3) aus N;,\;, welche als entsprechende 
Büschel kollinearer Netze projektiv sind, entsteht eine Fläche #,, welche, 
wie Uremona in einer Anmerkung auseinandersetzt, auch durch eine Pro- 
jektivität /7 zwischen den Büscheln (/,,, P4), (Pas, P;) oder wegen der 
obigen Voraussetzung (Pi, Pi), (3, Pa) aus N,,N, erzeugt werden kann. 
Aber /7T ist nicht die Projektivität, welche diesen Büscheln durch die 
Kollineation von N,,X, zukommt. Denn durch die Voraussetzung, daß 
die kollinearen Netze N\,, N,, N; einen symmetrischen Komplex bilden, sind 
aus N, nur Pa, entsprechend den P;,,/, von N; gegeben, P,., /, stehen 
noch ganz frei, und es kann die Kollineation von N, zu N, so bestimmt 
werden, daß die von ihr herrührende Projektivität zwischen jenen Büscheln 
38* 
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nicht die /7 ist*). Unter &,, versteht Uremona die durch die Kollineations- 
Projektivität dieser Büschel erzeugte Fläche; also ist, wenn bloß die Voraus- 
setzung des symmetrischen Komplexes gemacht wird, die von Üremona 
behauptete Identität von #, und &,, nicht richtig und ebensowenig sind 
es die auf diese Identität basierten Schlüsse. 

Wir müssen uns auf diejenigen symmetrischen Komplexe beschränken, 
welche durch reine und gemischte zweite Polaren gebildet werden. Um 
Uremonas Zahlen beizubehalten, nehmen wir diese als n-ter Ordnung, die 
Grundfläche also von der Ordnung r+2 an; im vierten Kapitel ist dann 
„+2 durch n zu ersetzen. In diesem Kapitel findet sich der Beweis der 
Identität von &,, mit $,, für diesen Fall; wir nehmen +»ihn, ein wenig ver- 
ändert, nun schon in das dritte Kapitel. 

P,, P,, P, seien die ersten“*) Polaren der Punkte 1,2,3, /,, die reine 
zweite Polare des Punktes r und Z,, die gemischte von r und ss. Wenn 
zunächst ” ein beliebiger Punkt auf 13 ist, so erzeugen die projektiven 
Büschel 


Pzy Pa Parse: 


> 
P; 33 P, 


der Polaren der Punkte von 13 in bezug auf /,,P, eine Fläche 2, 2»-ter 
Ordnung. Die erzeugende Kurve (P;,,, P,) ist die Schnittkurve der Polaren 
von r in bezug auf 7,, P, oder der Polaren von 2,3 in bezug auf /,, also 
die Polarkurven der Geraden 23 nach /,, demnach &,, der Ort der Polar- 
kurven der Geraden 23 in bezug auf die Polaren der Punkte von 13. 

Wenn x ein Punkt von &,, ist, also auf der Polarkurve von 23 nach 
P, gelegen, so geht die letzte oder n-te Polare von x nach P, durch alle 
Punkte von 23, also durch 23. Sie ist identisch mit der ersten Polare 
von r in bezug auf die n-te oder vorletzte Polare von x (nach F"*?), also 
der Polarebene von ” nach dieser Fläche 2. Grades. Wenn aber die Polar- 
ebene von r, einem Punkte von 13, durch 23 geht, so sind diese Geraden 


*) Man gibt P,,P,,, die den P,,, /,, entsprechen sollen, so, daß die Büschel 
(P,,P,,) und (P,,,P,,) jene Büschel in Flächen schneiden, welche in -/I nicht ent- 
sprechend sind. | 

**) Im folgenden sind immer erste Polaren gemeint, wenn keine Ordinalzahl 


hinzugefügt ist. 
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13 und 23 konjugiert in bezug auf diese Fläche &, ist also Ort der 
Punkte x, in bezug auf deren vorletzte Polaren die Geraden 13, 23 kon- 
jugiert sind. Genau zu demselben Ergebnis kommen wir bei #,, dem 
Erzeugnis der projektiven Büschel: 


> > > 
Pafuf ... 


> > > 
32 Pas Par ++. ; 


(wo nun r auf 23 liegt), also dem Orte der Polarkurven der Geraden 13 
in bezug auf die ersten Polaren der Punkte von 23. 

Durch diesen Identitätsbeweis von #&,, mit &, wird der Beweis in 
der Anmerkung von Nr. 43 überflüssig. 

Diese Fläche 2r-ter Ordnung $P,=%#, wird die gemischte zweite 
Polarfläche der Geraden 13, 23 (in bezug auf F”*°) genannt. 

Sie wird von P, in den Kurven (Pi, 23), (Pa, 3) geschnitten, also 
in den n»° allen drei Flächen gemeinsamen Punkten berührt. 

Durch die Büschel (?,,?,) und (P,, P,) entsteht die Fläche #,,, 
die reine Polarfläche von 23, der Ort der Pole, in bezug auf deren vor- 
letzte Polaren 23 zu sich selbst konjugiert ist, also von ihnen berührt 
wird. Sie wird (Nr. 42) von P, und P, längs deren Schnittkurven mit 
P, tangiert. 

In derselben Weise entsteht &,, die reine Polarfläche von 13, durch 
die Büschel (P,,, Pi), (Pa, F3) und wird von P,, und P, längs der Schnitte 
mit /,, berührt. 

In den Punkten (P,;, P3, P;) tangieren alle drei Flächen &,,, $., 
$p, die P, und einander. 

Jede zwei entsprechenden Büschel aus den Netzen N,, N, führen 
zu einer Fläche &, und alle diese Flächen haben (Nr. 22) eine Kurve von 
der Ordnung 3n°” gemeinsam, welche durch Schnittpunkte entsprechender 
Grundkurven der beiden Netze entsteht. Läßt man die beiden Büschel 
sich um entsprechende Flächen der Netze drehen, so bekommen die zuge- 
hörigen 2, noch die Schnittkurve »’-ter Ordnung gemeinsam und bilden 
einen Büschel: woraus sich ergibt, daß man sämtliche &, aus dreien 
in der bekannten Entstehungsweise eines Netzes herleiten kann. In 
ähnlicher Weise führen die Büschel von X, und N, zu einem Netze von 
Flächen #,. 
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Ill. Aus dem ersteren Netze möge der Büschel (&,,2,) be- 
trachtet werden *). 

Wenn r ein Punkt von 12 ist, so gehört die Fläche &,, welche 
durch die Büschel: 


> > 
Pr Pa; 


> > 
P;, P; 


erzeugt wird, zu jenem Büschel; (P,, /,) ist die Restkurve n’-ter Ordnung. 
Sie ist die gemischte Polarfläche der Geraden 23 und r3. 

Ebenso haben wir im anderen Netze den Büschel (#,, 2), be- 
stehend aus den gemischten Polarflächen der Geraden 13 und 73, die je 
durch P, Pi, >, P% erzeugt werden. Indem wir die zu derselben Geraden 73 
gehörigen Polarflächen einander zuordnen, machen wir die beiden Büschel 
zueinander projektiv; sie erzeugen eine Fläche von der Ordnung 4n, 
Die Schnittkurve zweier entsprechenden Flächen $& aus diesen Büscheln 
zerfällt in die Grundkurve (P;,, P,) des Büschels aus N, und eine Kurve 
von der Ordnung 3n°, das Erzeugnis der drei projektiven Büschel (7,., P;). 
(Pr Po) Bas Bay: 

Und die Fläche 4n-ter Ordnung zerfällt in die Fläche 7,,, die 
durch den erst genannten Teil entsteht, und eine Fläche # von der 
Ordnung 3n, welche durch die Kurve 3n’-ter Ordnung erzeugt wird. Drei 
entsprechende Flächen der Büschel, welche die zur Geraden r3 gehörige 
Kurve dieser Ordnung erzeugen, sind, wenn s ein Punkt von 73 ist, die 
Polaren P,,, P;., P,,; dadurch wird 7 der Ort der Schnittpunkte der Polaren 
von 1,2,3 und damit aller Punkte von 123 in bezug auf die Polare des 
beliebigen Punktes s der Ebene 123, oder der Pole der Ebene 123 in 
bezug auf die Polaren der Punkte s dieser Ebene, also der Ort der Punkte x, 
für welche 123 Polarebene ist in bezug auf die Polare eines Punktes s 
dieser Ebene. Die Polarebene oder n-te Polare von x in bezug auf die 
erste Polare von s ist die erste Polare oder Polarebene des s in bezug 
auf die n-te oder vorletzte Polare von x; und weil sie durch den Pol geht, 
so berührt sie diese vorletzte Polare. Demnach ist # der Ort der Punkte, 


*) Hier kann man, weil es sich eben nur um Polaren handelt, Cremonas Be- 
trachtung etwas vereinfachen und anschaulicher machen. 
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deren vorletzte Polare die Ebene 123 tangiert: die reine Polarfläche 
dieser Ebene. 

Nunmehr haben wir sie nur auf die Ebene bezogen und von der 
engeren Beziehung auf die drei Punkte 1,2,3 freigemacht. 

Wenn s je die Gerade 3r durchläuft, erzeugen die Schnittpunkte 
(Piss Pa, Pa) die Kurve von der Ordnung 3n’ und, wenn dann r die 12 
durchläuft, erzeugt diese Kurve die Fläche 7; damit wird sie Ort jener 
Schnittpunkte für alle Punkte s von 123 oder Ort der Schnittpunkte ent- 
sprechender Flächen aus den drei kollinearen Netzen N\,,\;, N,, die ja 
eine Fläche von der Ordnung 3n erzeugen (Nr. 23). 

Indem wir P, 7 andererseits durch die einen symmetrischen Komplex 
bildenden projektiven Büschel 


Pu, Pı:; 


Pa, Pa 


erzeugen, erkennen wir (Nr. 42), daß dies Erzeugnis von &,, längs des 
Schnittes mit &,, tangiert wird, und zwar der Bestandteil ?,, längs der 
Kurve (7%, 3) und der Bestandteil 7 längs einer Kurve 3n’-Ordnung, 
dem Erzeugnis der drei projektiven Büschel (P, Pi), (Pa, Pa), (Pa, Pr). 
wie aus der eben erwähnten Erzeugung von 7 durch kollineare Netze und 
aus denen von &,, und ,, sich ergibt. Und ähnliches gilt für #&;,. 

Ferner, die 8n* gemeinsamen Punkte von 2, Pa, P, müssen zu 
Doppelpunkten des Erzeugnisses P,, 7 führen. Zu ihnen gehören die n, 
Schnittpunkte von Pi, Pa, Pa, in denen die drei Flächen & einander be- 
rühren, was 4° Schnittpunkte absorbiert. Denn die Schnittkurve zweier 
hat in einem solchen Berührungspunkte einen Doppelpunkt und berührt in 
ihm mit beiden Ästen die dritte. Sie liegen auf P, und auf 7, letzteres, 
weil sie Schnittpunkte entsprechender Flächen aus den die 7 erzeugenden 
kollinearen Netzen N,, N,, X, sind; auf diese Weise werden sie Doppel- 
punkte ? von Pa #. 

Die Sn’ -4n’=4n" übrigen gemeinsamen Punkte der & sind 
Doppelpunkte von % allein. 

Die reine Polarfläche einer Ebene, von der Ordnung 3n, hat 4’ 
Doppelpunkte. 
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Nachdem wir aber diese Fläche von der Beziehung zu den Punkten 


1, 2, 3 befreit haben, erkennen wir: 

Sie wird von der reinen Polarfläche jeder Geraden der Ebene, zu welcher 
sie gehört, längs einer Kurve 3n’-ter Ordnung berührt. Und die beiden zu 
zwei Geraden der Ebene gehörigen Berührungskurven werden durch die ge- 
mischte Polarfläche der beiden Geraden eingeschnitten. Alle diese reinen 
und gemischten Polarflächen und zugehörigen Berührungs- oder Schnitt- 
kurven gehen durch die 4n? Doppelpunkte, welche die Fläche besitzt. 

IV. In Nr. 46 geht CUremona über zu vier kollinearen Gebüschen 
(systemes lineaires) von Flächen r-ter Ordnung: 


PP ua: ; 
(1, Pr Pa Pa Pa Pa». ) 
PıPaPaFaP... ) 
Pı Pa Pa Pa P; ...; 


welche einen symmetrischen Komplex bilden, bei denen also: 
Pı=Pı, PP, --- Ps =Pa- 
Die drei kollinearen Netze 
N, =(Ps; Ps Po), = (Par Pas Pd, N la; Par Pa) 


aus (7,, G,, G@, erzeugen wohl eine Fläche 7, von der Ordnung 3n. Aber 
aus der bloßen Voraussetzung des symmetrischen Komplexes läßt sich, wie 
im vorangehenden erkannt wurde, nicht schließen, daß sie von der durch. 
die projektiven Büschel (7, P4), (Pi, Pu) erzeugten Fläche & längs einer 


Kurve von der Ordnung 3n? berührt wird. 
Ferner, die Fläche #,, welche durch die drei kollinearen Netze 


PvP», Pd), (Pi Ps Pa), (Pas Pa; Pu) aus 6,,G;,G, entstehe, kann 
wohl, wie in Nr. 45 erörtert wird, auch durch eine Kollineation zwischen 
den Netzen (Pa, Pi, Pa), (Po Ps PB)s (Par Pa, Pa) aus G,, @,, @, erzeugt 
werden, aber das ist nicht die Kollineation, welche diesen Netzen durch 
die Kollineation der Gebüsche zukommt; also ist 7, nicht mit der aus 
dieser Kollineation hervorgehenden Fläche %,, identisch. U.s. w. 
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Handelt es sich aber wiederum um zweite Polaren in bezug auf /" *?, so 
ist 7, die reine Polarfläche der Ebene 254, und sie wird von der Fläche #, 
der reinen Polarfläche der Geraden 34, längs der Kurve von der Ordnung 3? 
berührt, die durch die projektiven Büschel (P,, Pa), (Ps; Pa), (Pa, Pu) er- 
zeugt wird und auf der gemischten zweiten Polarfläche von 24, 34 liegt. 

Analog entsteht die reine Polarfläche 7, der Ebene 134 und wird 
von derselben & längs der durch (PP, Pia), (Pa, Pr), (Pi, Pu) erzeugten 
Kurve berührt. 

Wir nennen nun 7, das Erzeugnis der kollinearen Netze: 


I 
P, Pa Eiie.e, 
> I > 
Pu Pa Par, 


Fu Pa Pas 


der Polaren der Punkte von 134 in bezug auf P,, P,,P;. 

Ist s ein Punkt von 134, so sind in diesen kollinearen Netzen seine 
Polaren nach P,, P,, P, entsprechend, die wir auch die Polaren von 2, 3, 4 
nach /, nennen können. Ein beliebiger Punkt x von 7, ist Schnitt dreier 
solcher Polaren, 234 also die Polarebene oder n-te Polare des x in 
bezug auf P, oder die erste Polare oder Polarebene von s in bezug auf 
die n-te oder vorletzte Polare von x. Da also der Pol s in 134 liegt, 
so werden 134 und 234 in bezug auf diese Fläche 2. Grades konjugiert; 
und 7, ist Ort solcher Punkte x, in bezug auf deren vorletzte Polaren die 
genannten Ebenen konjugiert sind. Genau zu demselben Ergebnis gelangt 
man bei %,, dem Erzeugnisse der kollinearen Netze (Pr, Pi, Ps), ... AUS 
@,,63, @,. Damit ist die Identität von %#, und %, erkannt, und die Er- 
örterung von Nr. 45 sowie auch die in Nr. 44 wird überflüssig. Diese 
Fläche heißt die gemischte Polarfläche der Ebenen 134 und 234. 

Die beiden Erzeugungen dieser Fläche, als 7, und 7,, zeigen, daß 
die Kurven 3n’-ter Ordnung, längs deren 7, und 7, von & berührt 
werden, auf 7, liegen; sie bilden den vollen Schnitt von & und #,. 
Die Berührungskurve von $ mit #,, entsteht durch die projektiven Büschel 
B,—= (Pa, Pa), Bs= (Pa, Pa), Pa= (Po, Pa) und diejenige mit 7, durch die 
Büschel B,=(P3, Pı), Ps, Pa. Die beiden Kurven haben gemeinsam die 
4n?® Punkte, in denen entsprechende Flächen von allen vier projektiven 
Büscheln B,, B,, B,, B} zusammen kommen (Nr. 19). In diesen 4n’ Punkten 
berühren daher die drei Flächen %,,, #2, ?,., die & und einander. 
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V. Betrachten wir die erste der beiden Berührungskurven noch etwas 
genauer. Wenn ? ein Punkt von 34 ist, so sind P,, P;., P,, entsprechende 
Flächen aus den erzeugenden Büscheln 5,, 5;, D,; ist x ein gemeinsamer 
Punkt dieser Flächen, also ein Punkt der Kurve, so folgt wieder, daß / 
der Pol der Ebene 234 in bezug auf die vorletzte Polare von x ist. Die 
Kurve ist der Ort der Punkte, in bezug auf deren vorletzte Polaren die 
Ebene 234 ihren Pol auf 34 hat. Für einen gemeinsamen Punkt von #,, 
und 7, gilt nun, daß in bezug auf seine vorletzte Polare die Ebene 234 
einen Pol in 234 und einen in 134 hat. Sind diese Pole identisch, so 
handelt es sich um einen Punkt von 34, und der gemeinsame Punkt liegt 
auf unserer Kurve. Sind sie nicht identisch, so gehört er dem Restschnitt 
von der Ordnung 6° an, und die vorletzte Polare ist ein Kegel, der seine 
Spitze in 234 hat, so daß diese oo! eine Gerade erfüllende Pole hat. In 
jede Ebene durch 34 fällt also einer, und beide Kurven liegen auf den 
gemischten Polarflächen, die zu der festen Ebene 234 und einer veränder- 
lichen Ebene durch 34 gehören. Diese Polarflächen bilden einen Büschel, 
der zu dem Büschel der veränderlichen Ebenen projektiv ist. Ist "34 
eine dieser Ebenen und ” ihr Punkt auf 12, so wird die gemischte Polar- 
fläche von 234 und r34 durch die Netze (P,,, Pa, Pa), (Par, Pas, Pas), (Por Pass Par) 
erzeugt. Zu diesem Büschel gehören 7, Pa. 

Ebenso haben wir den Büschel (#,, #,) der gemischten Polar- 
tlächen, die zu 134 und je einer 34 gehören. Erzeugende Netze sind 
(Pr Pi, Pu) und die beiden letzten von vorhin. Die zu derselben Ebene 
"34 gehörigen -7,,, #,, haben die Kurve von der Ordnung 3”? gemein, 
längs deren die reine Polarfläche von r34 von der Fläche & berührt 
wird. Sie entsteht durch die projektiven Büschel (P,, Pu), (Pa, Pa), Pa, Pa)- 
Wir wollen diese Kurve noch auf eine andere Weise entstehen lassen. 
Es liege ? wieder auf 34, so sind P,, P4,, P entsprechende Flächen aus 
jenen Büscheln. Ein Schnittpunkt x von ihnen, also ein Punkt der Kurve, 
ist Schnittpunkt der Polaren von >, 3,4 in bezug auf ?, mithin Grundpunkt 
des Netzes der Polaren aller Punkte von "34 nach ?;; folglich gehen die 
Polarkurven aller Geraden dieser Ebene nach /, durch ihn. Von den 
Polarkurven der nämlichen Geraden in bezug auf /,, welche auch die Grund- 
kurven eines Netzes sind, geht eine durch ihn; weil nun die Polarkurven 
der zugehörigen Geraden in r34 in bezug auf P, und F, beide durch ihn 
gehen, so tut es, da /, zum Büschel P, P, gehört, auch die in bezug auf 
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P,. Der Punkt x ist demnach Schnittpunkt entsprechender Grundkurven 
der Netze der Polaren der Punkte von r34 in bezug auf P, und P,, also 
ist die Kurve das Erzeugnis der beiden kollinearen Netze: 


> > > 
P, 33 Par 


> > > 
P,PaPa 


welches Erzeugnis ja von der Ordnung 3n? ist (Nr. 23.). 

Außer dieser Kurve haben #,, 7,. noch eine Kurve von der Ord- 
nung 6n° gemein. Ist x ein Punkt derselben, so gehen durch ihn, weil 
er auf 7, liegt, drei entsprechende Flächen aus 'N,=(P,, Pa, Pa), 
N=(P,, Ps; Pa); N=(Pur; Pa, Pu) und, weil er auf 7, liegt, drei ent- 
sprechende Flächen aus N, =(P;,,, Pı, Pia); Na; A,- Handelte es sich um 
verschiedene entsprechende Flächen aus N\;, \,, so würden, da dies die 
obigen zu r34 gehörigen Polarennetze in bezug auf /?,, P, sind, in « sich 
zwei entsprechende Grundkurven aus diesen Netzen schneiden, was nur für 
die Punkte des anderen Schnittbestandteils gilt. Folglich sind- es beidemal 
die nämlichen entsprechenden Flächen aus \,;, \,, und der Punkt « ist ge- 
meinsam vier entsprechenden Flächen aus N,, N,,\;, X;. 

Bewegt sich r34, so werden die Büschel 3n-ter Ordnung der 
P, und 7, projektiv und erzeugen eine Fläche von der Ordnung 6; 
von den beiden Schnittbestandteilen entsprechender Flächen, 3n°-ter und 
6n°-ter Ordnung, erzeugt der erstere die Fläche #, die reine Polarfläche 
von 34, welche 2n-ter Ordnung ist, der andere also eine Fläche / 4n-ter 
Ordnung. Die vier Netze erzeugen dann die 4 Gebüsche @,, (7, @;, @,, 
und 4 ist der Ort der Punkte, in denen vier entsprechende Flächen aus 
diesen sich schneiden; welcher Ort nach Nr. 36 von der Ordnung 4n 
sein muß. 

VI. Weil nun wiederum die beiden Büschel (%7,,, #7.) und (#,, 
Y,) einen symmetrischen Komplex bilden, so müssen die Schnittpunkte 
dieser drei Flächen 7, Pa, #. für die erzeugte Fläche 4 Doppel- 
punkte liefern. Sie haben, wie in IV gefunden, 4n° Berührungspunkte, welche 
wie oben für 4-4n? Schnittpunkte zählen. Diese liegen auf &, denn die drei 
Flächen 7 berühren in ihnen einander und 5, aber auch auf 4, als 
gemeinsame Punkte entsprechender Flächen aus den Büscheln 2,, ;, D;, 
B,, welche in den 7 erzeugenden kollinearen Gebüschen @,, @,, @;, @, ent- 
sprechend sind. Auf diese Weise werden sie Doppelpunkte von #4. Es 


39” 
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bleiben (3r)’—16n’=11n? Schnittpunkte, von denen n? auf & und 10n? auf 
4 doppelt sind. 

Diese Fläche 7 von der Ordnung 4n hat also 10n* Doppelpunkte, 
welche auf allen reinen und gemischten Polarflächen von Ebenen liegen. 

Aus der Erzeugung durch jene Büschel, die einen symmetrischen 
Komplex bilden, folgt ferner, daß 4 von jeder reinen Polarfläche einer 
Ebene längs einer Kurve von der Ordnung 6n? berührt wird und die von 
zwei Ebenen herrührenden Berührungskurven auf der gemischten Polarfläche 
der beiden Ebenen liegen. 

Nun folgt das vierte Kapitel von Uremona, in dem einige Partien, 
weil schon im neuen dritten enthalten, zu streichen sind. 














| Uber Labilität 
eines materiellen Punktes im widerstrebenden Mittel. 
Von Herrn Moritz Rethy in Budapest. 





I. Im Anschluß an meine frühere Mitteilung”) gehe ich auf die 
Untersuchung des Gleichgewichts eines materiellen Punktes über, wenn das 
Mittel auf den in ihm bewegten Punkt außer dem tangentiellen Widerstand 
auch einen solchen in Richtung der Hauptnormale ausübt.””) 

Bezeichnet man die kartesischen Koordinaten des Punktes (von der 
Masse=1) mit x,y,z, die Geschwindigkeit mit v, das Potential der freien 
Kraft mit U, die tangentielle Widerstandskraft mit /(v), so sind die Be- 
wegungsgleichungen des materiellen Punktes 


Wi. oU i x d x 

Le 

n„_OU _ BER; 

(1.) J oy -f) a dt ve’ 
„ oU z' d z' 





wo 4 einstweilen eine beliebig veränderliche endliche Größe bedeute. 
Ich führe die Bezeichnungen ein 


I 


pi ax + Py" au yz', 
ec+ Py+ yzr, 


(2.) v, 
oU oU oU 
I — AI mu 
en a 





*) Über Stabilität und Labilität ete., dieses Journ. Bd. 133, S. 284 ff. 
**) Ich fasse hier das in ungarischer Sprache in „Mathematikai es Physikai l,apok“ 
Bd. XVI, S. 261—272 und S. 365—372 Publizierte im Auszuge zusammen. 
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Schreibt man die Gleichungen 1.) in der Form 


28 d ER; 
VE ee 


so folgt mittels Komposition dieser Gleichungen 
(8.) 1+2p=P+Hr2%-/0)4 
Nun sei erstens 
a) am, P=y; y=?; 


zweitens sei, wenn mit n die vom materiellen Punkt gegen den Krümmungs- 
mittelpunkt der Bahn gerichtete Gerade bezeichnet wird, 


b) @= 008 (n,2),. P=608s(n,y), 7= 608 (n, 2); 
drittens sei 
€) amt, P=y, y=2; 
schließlich sei 
_ OU ,„_oU ha... 
d) u 77, zu) % de FE 
Wir haben im ersten Fall 
 . »„__dU 
a) PıF= 2) dt (vv, er 
im zweiten Fall 
v 
b) P=T; v0, P=P,, 


wo o den Krümmungsradius und ?, die Komponente der freien Kraft in 
Richtung des Krümmungsradius bezeichnen; im dritten Fall haben wir (bei 
der Bezeichnung r’=2’”+y’+ 7?) 


C) „srr, pzrrt" +r”—v, P=r AR 
im vierten Fall haben wir schließlich 
Be vr 
” =g=0, Pe(z)+, „) +) =P, 


wo P die freie Kraft in x, y, z bedeutet; und wir haben 
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RU 


pe -V=U"-V, 


wo V durch die Gleichung definiert ist 


Et RER 5 RE 0 a7 
a) tt rn rt 


Aus der Gleichung (3.) entspringen daher den Fällen a), b), e), d) 
gemäß die Gleichungen 


@) Did) 

(4"1,) (1+3) . ni, 

(4!) (1+4)r"= =. Pe . ? flo) j ir es I 
area ol raran 


Il. Man sieht aus (4'.), daß auf die Veränderung der lebendigen 
Kraft außer der Potentialkraft bloß die Widerstandskraft /(v) von Einfluß 
ist; auch dies zeigt, daß /(v) die Tangentialkomponente des totalen Wider- 
standes ist. 

Die Gleichung (4'.) zeigt, daß die zentripetale Komponente der Be- 
schleunigung nur dann gleich ist der Komponente der freien Kraft in 
Richtung von n, wenn =(0 ist, während sonst 


v° P 


I 


2 
stattfindet. Demnach bedeutet die Widerstandskomponente in Richtung 


und im Sinn von r», und diese Komponente nimmt bei endlichem 7’, nur 
dann unendlich ab, wenn A unendlich abnimmt. Ich nenne den Faktor 4 
den Wirkungskoeffizienten der normalen Widerstandskomponente. 


’ . . . . . . d 
Die Gleichung (4'.) transformiere ich mittels (4'.), indem ich - 7 


eliminiere, und habe an ihrer Stelle 


7 1 oU r' U » r' 1 e r 
(5) "nat rer) 
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Ich führe nun bezüglich U die Voraussetzung ein, daß es im Punkte 
@, wo r=0, ein Minimum besitze, und daß diese Eigenschaft aus seiner 
Taylorschen Entwicklung erkennbar sei; bezüglich des Wirkungskoeffizienten 
ı will ich ferner die Voraussetzung einführen, daß sein absoluter Wert bei 
abnehmender Geschwindigkeit unterhalb einer durch U angebbaren Größe 
<1 sinkt. Es läßt sich dann beweisen, daß das erste Glied zur Rechten 


von (5.), nämlich 
2 _fOU,,r uU\ 1 
GB CE aRN 


innerhalb eines um (@ herum abgrenzbaren Gebietes 7’ eine nicht negative 


Größe ist. 
Ich unterscheide, um dies zu beweisen, drei Fälle: 
1. Es sei 
U=F(r). 


er 1.80 
A=(141 31» 


Dann ist 


daher ist das Gebiet 7 nur so abzugrenzen, daß Zi in ihm nirgends negativ 
ist, was bei der vorausgesetzten Minimumeigenschaft von U immer möglich 
ist, und daß in ihm |A/<<1 bleibt. Ist die Anfangsgeschwindigkeit genügend 
klein, so folgt die Erfüllbarkeit der letzteren Bedingung aus der bezüglich 


„ gemachten Voraussetzung. 
2. Bezeichnen r, 3,w die Polarkoordinaten des materiellen Punktes, 


so sei 
U— F(r, N. 
Ich setze, mit & und 7 positive Größen bezeichnend, 
1=:+ . 
-ı 1 
(8".) EV ETELERENN 
wo 
RIES  '| OU oU 
Ast’ +ır A =V+ 22 9) 
=(nvV” +4 „> au + Ar 9.2 a s 
d. i 


(6.) A= =(+0)% u ELLE y 3 79" + r* sin? I+w”, 
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Da A, in r', 9’, w' eine quadratische Form ist, so steht demnach fest, 


daß 
„2 U 


(A+NAS:5,, 


also A eine nicht negative Größe ist, sobald das Gebiet 7’ auf die Weise 
abgegrenzt wird, daß in ihm keine der drei Größen 

OU UN ,/OUN 

th An(n+A4)r" (—) #4 55) 
negativ werden kann. Nur das Nichtnegativwerden der dritten Größe ist 
zu untersuchen, da es fraglich ist, ob durch die Forderung bezüglich des 
Wirkungskoeffizienten A nicht Unerfüllbares vorgeschrieben würde, wenn A 
etwa eine Funktion bloß der Geschwindigkeit v sein sollte. 

Da bei der vorliegenden Frage das niedrigste Glied der Taylorschen 


Reihe des Potentials, das mit U,, bezeichnet werde, entscheidend ist, so ist 
demnach nur die Forderung 


(7) Anln+ 27 (>) -2 (Fe) 0 


zu untersuchen. Da 


VU„,=r"fi(9), 


wo fı($) eine ganze Funktion von sin 9 und cos 9 ist, so hat man 


Ö U;, 
on) N /ı (%) 
er Hs (5, ) 
ar, 


Da U,, nur für r—=0 verschwindet und nirgends negativ ist, so ist 
fı (9) gewiß positiv. Da außerdem /, (9) ebenfalls eine ganze Funktion von 


sin” und cos ist und als solche nicht unendlich groß werden kann, 


so hat die durch (8.) definierte Größe Te ==) eine obere Grenze, 


” 


> 
die mit „, bezeichnet werden möge. 


Nun treffe ich bezüglich 4 die Festsetzung 
(7) 2n(n+4)M--2?=0. 


Dann ist der Forderung (7.) gewiß Genüge geleistet. Demnach 


haben wir 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 4. 
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#_M+VM+2M, 


Y 


also haben wir, im Falle A positiv ist, bezüglich A die Forderung zu er- 
füllen, daß es kleiner ist als 


M+YVM°+2M, 


und im Fall 2 negativ ist, daß der absolute Wert von 4 kleiner ist als 





YVM’+2M-M<i1. 


Ich habe demnach das Gebiet 7 so eng zu begrenzen, daß in ihm 
die Geschwindigkeitszunahme .7v selbst im Falle eines nicht widerstehenden 
Mittels so klein ausfällt, daß die zur Geschwindigkeit /v gehörige Größe 
von 4 kleiner ist als der soeben festgesetzte erlaubte Wert des Wirkungs- 
koeffizienten. Ist das der Fall, so darf ich dem materiellen Punkt nur eine 
so kleine Anfangsgeschwindigkeit v, erteilen, daß auch der zu + fv ge- 
hörige Wert von A den festgesetzten erlaubten Wert des Wirkungskoeffizienten 
nicht überschreitet. 

3. Ich gehe zum dritten, dem allgemeinsten Fall über 


U=F(r,3,w), 


wo an Stelle von (5”.) die Identität tritt 


.-oın n _ oU 1 














0) Urn 6) U, ö Un 
ID u 2 
0) Un, Ö U, 
a te . 
| 6) U2, 6) U:, „2 in? 
| 7 dm 0 2n 5, 7” sim v2 | 


wie auch die Hauptminoren der Determinante positiv sind, also wenn außer 
den beiden Größen 
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on : n + A 
Oo? 
auch noch 


2(n+4)n M—# 


nicht negativ ist, wo M im allgemeinen nicht dasselbe bezeichnet, wie in 
(7',), sondern den im Wertvorrat der Größen 


Go eG DL Ze DE 


befindlichen kleinsten Wert, resp. die untere Grenze dieser Werte; daß eine 
solche existiert, davon überzeugt man sich wie früher. 
Da die Forderungen demnach dieselben sind wie im Fall (2.), so 
ist das Gebiet 7’ auch jetzt ebenso abzugrenzen wie im genannten Fall. 
III. Bezeichne ich die Summe der ersten und der letzten Glieder zur 
Reehten der Gleichung (5.) mit X und schreibe diese in der Form 


(9) "= K-/0Z, 


so ist demnach die Größe X gewiß nicht negativ und verschwindet höchstens 
im Punkte »—=0. Daher fließen aus dieser Gleichung (9.) dieselben Konse- 
quenzen, wie aus der Gleichung (2.) meiner oben zitierten Note, Ich kann 
daher die folgende Verallgemeinerung des Satzes des Herrn Fejer aussprechen: 

Hat das Potential U im Punkte G ein aus dem Glied U,, der Taylor- 
schen Entwickelung erkennbares isoliertes Minimum, wo n beliebig ist, so 
befindet sich der materielle Punkt in G in labilem Gleichgewicht, wenn nur 
der Wirkungskoeffizient der normalen Hauptkomponente des Widerstandes 
bei genügend abnehmender Geschwindigkeit kleiner wird als eine (im allge- 
meinen durch die Konstanten des Potentials) bestimmte Größe, während der 
bei v=0 verschwindenden tangentiellen Komponente f(v) die Eigenschaft zu- 


kommt, daß I bei abnehmendem und genügend kleinem v entweder kleiner 


bleibt als eine gewisse endliche Größe, oder monoton zunimmt. 
IV. Die Betrachtung der Gleichung (4'Y.) führt zu teilweise anderen 
genügenden Bedingungen des labilen Gleichgewichts. 


40* 
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Man findet mittels (4'.) die Gleichung 


.; =(Ö u ) - fe) 


de U 
dtv 
also infolge 


u 98U2r, 00y 00. %„ | 
vn ur „= Feos(Pv) 


die Gleichung 


U E 
Ar °cos’(P,v) — fo; 


daher kann man die Gleichung (4'Y.) so schreiben: 


P sin’P(@) , y U' 
(10.) U"=P? cos’ (P,v)+ - = +V- f(v) Fr. 

Sind die Zlessesche Determinante von U und ihre Hauptminoren 
in der Umgebung von r=0 sämtlich positive Formen, so ist V eine posi- 
tive quadratische Form von «',y',z'. Ist in dieser Umgebung auch 1+4 
positiv (wenigstens für genügend kleine Werte von v), so nimmt die 


Gleichung (10.) die Form an 
1 U' 
(10) U"=K-fw)—; 


wo K in einem Gebiete 7’ um den Punkt r=0 herum nicht negativ ist, 
sobald nur die Anfangsgeschwindigkeit genügend klein gewählt wird, und 
K kann nur für r=0 verschwinden. 

Ein Blick auf die Gleichungen (9.) und (10'.) zeigt daher, daß diese 
sich im wesentlichen nur darin unterscheiden, daß U’ und U" an Stelle 
von r' und r" stehen. Man kann daher bei denselben Voraussetzungen über 
f(») aus (10'.) bezüglich des Anwachsens von U dieselben Schlüsse ziehen, 
die wir aus (9.) (resp. (2.)) bezüglich r gezogen haben”), und den Satz 
aussprechen: 





*) Man kann nämlich (10'.) auf die Form bringen: 





U = R-Qzu le ‚fe 005 (0,0) 


f(v cos (Q, v)):v cos (Q,v 
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Wirken auf einen freien materiellen Punkt 

1. eine freie Kraft, deren Potential U nur von der Lage des Punktes 
abhängt, 

2. eine der Geschwindigkeit v entgegengesetzte Widerstandskraft f(v). 

3. eine in den Krümmungsradius der Bahn fallende Widerstandskraft 


2 


.— (wo oe den Krümmungsradius bezeichnet), so ıst der frei bewegliche 


> 


materielle Punkt in G in labilem Gleichgewicht, wenn 1) in der von G aus- 
gehenden Taylorschen Entwicklung von U das erste nicht «dentisch ver- 
schwindende (Glied von gerader Ordnung ıst und die Hessesche Determinante 
samt den Hauptminoren positive Formen sind, wenn 2) für genügend kleine 


. . r bi 2 . m .. . u. 
» das Verhältnis 1” kleiner als eine angebbare Größe ıst, oder wenn für 
5 


genügend kleine abnehmende v dieses Verhaltnis monoton wächst, während 
f(0)=0 est, und wenn 3) die Größe 1+4>O ıst. 

Die hier für U aufgestellte genügende Bedingung ist erfüllt, wenn 
U in @ ein Minimum wird und diese Eigenschaft im quadratischen Glied 
U, der Taylorschen Entwickelung von U sich offenbart; ist U,=0, so ist 
die Bedingung im allgemeinen selbstverständlich nicht erfüllt. Die für-den 
in die Normale fallenden Widerstand hier aufgestellte genügende Bedingung 
ist hingegen viel weniger beschränkend als die in Nr. III gefundene; die 
geometrische Bedeutung dieser Bedingung (1+4>>0) ist die, daß die Kom- 
ponente der freien Kraft in Richtung des Krümmungsradius denselben 
Sinn hat wie der von dem materiellen Punkt gegen den Krümmungsmittel- 
punkt gerichtete Vektor. 














Sur quelques transformations 
des equations differentielles du premier ordre. 


Par M. Georges Remoundos a Athenes. 








1. Envisageons les &quations differentielles du premier ordre de la 
forme: 
( f Im. 
(1.) I =fa,y)= eh 
ot les P(a,y) et Q(x,y) designent des foncetions uniformes par rapport 
ä x et polynömes par rapport ä %. 

“ Le theor&me fondamental de Cauchy sur l’existence d’une integrale 
unique repondant & des conditions initiales regulieres nous conduit & quel- 
ques transformations remarquables des equations differentielles du premier 
ordre, que nous exposerons dans ce travail. 

Si nous faisons sur l’&quation differentielle la substitution: y— y nous 


trouvons une transformede de la forme: 


d Y 


d X 


EEE, 
he 





et nous savons que les conditions initiales singulieres correspondent aux 
valeurs de x qui satisfont aux resultats de l’@limination de y entre les 
equations: 

P(&,y)—0 Aa,y)=0 


d’une part et les &quations: 


P, (w,y)=0 Q, (z, y)=0 
d’autre part. 
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L’ensemble (E) de ces points du plan x est, en general, denombrable; 
il est fini dans le cas, oü les /(x,y) et Q(x,y) sont polynömes aussi en «, 
Nous nous placerons dans ce cas pour fixer les idees. 

2. Le theor&me fondamental de Chauchy nous conduit immediatement 
au theor&me suivant: 

Thheoreme I. ‚St nous comsiderons deux integrales  quelconques 
y, et y, de lequation dıfferentielle, la difference y—y, ne sauraut s’annuler 
quaux points de Fensemble (E), cest-a-dire cette fonction y—y, na quWun 
nombre finı de zeros.‘“*) 

Une integrale quelconque de l’&quation differentielle donnede peut 
admettre un nombre infini de zeros; il est evidemment interessant d’avoir 
une transformation qui fasse disparaitre les zeros qui se trouvent dans le 
domaine de l’infini de toutes les integrales sımultanement. Une telle trans- 
formation, conduisant & une &quation differentielle transform&e, dont toutes 
les integrales n’admettent qu’un nombre fini de zeros, est la suivante: 


(3.) u Bat 


y, designant une integrale particuliere de l’equation differentielle donnee. 
Nous avons done le theoreme suivant: 

Theoreme 1. „La transformation (3.) fait disparaitre dans Tintegrale 
generale tous les zeros mobiles: les zeros des integrales de Fequation trans- 
formee sont tous fies et en nombre fini.“ 


La transformation: 
y-y= y 


fournit le m&me re&sultat pour les infinis de l’integrale generale, qui 
deviennent tous fixes de sorte que toutes les integrales de l’&quation trans- 
formee sont finies dans le domaine de l’infini. 

Nous pouvons constater cela dans l’exemple de l’equation de Atrccatı, 
dont lintegrale generale est de la forme: 


„_ C.A)+ Bl) 
JFTOT@)+ Al) 

*) Dans un ordre diidees analogue, M. Petrovitch a trouve d’autres resultats sur 
les transcendentes uniformes satisfaisant a une equation du premier orde. (Voir: 
M. Petrovitch, these de doctorat, Paris, Gauthier-Villars, et M. Picard, Traite d’analyse 
t. III p. 356). 
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U etant la constante arbitraire et les A(x), P(x), I'(x), (x) designant 
des fonetions determinees de z. 
Si y, designe une integrale partielle correspondant & la valeur Ü=Ü, 
nous aurons: 
(A4— BT)(C—G,) 


a ITHETTCHITOGHFN 





et nous voyons que les zeros de la fonetion =y-—y, doivent ou bien 
annuler la fonetion A4J— BT‘, qui ne depend pas de la constante arbitraire, 
ou bien rendre infinie une, au moins, des fonetions /' et 7. Il en est de 
m&me des infinis. 

3. Les transformations exposees dans les paragraphes pr&cedents se 
completent par une autre plus generale, qui exige la connaissance de trois 
int@grales partieulieres Y,, %, et 9, et rend fixes les zeros et les infinis 
(simultanement) de l’integrale generale. 

Pour cette transformation nous utilisons la notion du rapport an- 
harmonique de quatre quantites, qui semble avoir une signification particu- 
liere pour la theorie des &quations differentielles du premier ordre*). 

Considerons un rapport anharmonique de quatre integrales Y,, Ys, %; 
et y et posons: 

(5.) Yu, Th _ VW U) _, 
y-y hy Ya m—y) 





Yı,Y, y, designant trois integrales connues et y une integrale quelcongque. 
Pour que la variable 2 s’annule, il faut ou bien que les differences yY— %,, 
y—% s’annulent ou bien qu’une des integrales y,Y,, %, % prenne une 
valeur infinie, ou bien que plusieurs integrales y, y, y y deviennent infinies 
simultanement. La premiere eirconstance ne se presente qu’aux points de 
l’ensemble (£) d’apres le theoreme I. Dans la seconde eirconstance, la 
variable ?2 ne devient pas du tout nulle qu’aux points de l’ensemble (E), 
comme nous voyons en eerivant la formule (5.) comme il suit: 





(1 zu a) 
= | 


*) Voir aussi: Sur les fonctions ayant un nombre fini de branches, Journal de 
mathematiques pures et appliquees, 1906, fasc. I. 
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lorsque y, tend vers l’infini, la variable ? tend a la möme limite que le 
IT, qui est finie et differente de zero, s’il s’agit de points 


3 
n’appartenant pas & l’ensemble (Z). 

Enfin, la troisieme circonstance ne se presente aussi que pour les 
points de l’ensemble (E) d’apres la definition m&me de cet ensemble. 

Nous faisons une discussion analogue pour les infinis de la variable i, 
qui coineident ou bien avec les infinis communs de deux, au moins, des 
integrales %, yı, Y.,% ou bien avec les zeros des differences y—y; et Yyı —.. 
Tout cela n’est possible qu’aux points de l’ensemble (#). 

En effeetuant, done, sur l’equation differentielle donnee la trans- 
formation (5.), qui est visiblement homographique, nous la transformons A 
une autre, dont l’integrale generale n’a pas des infinis mobiles ni des 
zeros (c’est-A-dire, dependant de la constante arbitraire). Nous avons, par 
consequent, le theoreme suivant: 

Thheoreme Ill. La transformation (5.) fait disparaitre tous les zeros 


quotient: 


mobues et tous les infinıs mobiles de Üintegrale generale. De plus, les zeros 
et infinis (fixes) qui restent sont en nombre fin. 

Ces theor&mes s’ötendent, avec de legeres modifications, & des equations 
differentielles lineaires par rapport & la derivce y' d’une classe plus &tendue 
que celle que nous avons examinde dans ce travail. 

Nous laissons au lecteur le soin de cette extension. 

d. SI nous POSons: 


JYı —) . MM. 
Y, —%Y 0 (z)’ 


la transformation (5.) prend la forme: 


L’equation differentielle transformee sera &evidemment satisfaite pour 
t=0 et t=»x et ces deux intögrales, qui correspondent aux integrales 
y=% et y=y, de l’equation donnee, &chappent naturellement & notre theor&me. 

6. Si les zeros et les infinis (qui sont fixes) de l’integrale generale 
de la transformee sont algebriques avec des degres de multiplieite fixes 
(c’est-A-dire ne dependant pas de la constante arbitraire), il y a encore une 
transformation interessante, que nous allons eiter. 
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Formons en effet une fonction algebrique « (z) admettant les m&mes 
zeros et infinis avec lintegrale generale de la transformee avec les mämes 
degres de multiplieite (ce qui se fait immediatement, lorsqu’on connait les 
zeros et les infinis avec leurs degres de multiplieite) et posons: 


t=a(?r).p. 


Il est elair que la foncetion g de x et de la constante arbitraire Ü n’admettra 
des zeros et des infinis que pour un ensemble denombrable de valeurs de 
la constante (. 

Done, la nouvelle &equation differentielle transformee en Y aura la 
propriete suivante: Les ıntegrales de cette equation sont totalement depourvues 
de zeros et d’infinıs, sauf, peut-ätre, un ensemble denombrable d’entr'elles. 

Cette derniere transformation exige la connaissance des zeros et des 
infinis avec leurs degres de multiplieite, tandis que les transformations prece- 
dentes n’exigent que la connaissance de trois integrales particeulieres.. Au 
point de vue theorique, nous avons le r&sultat remarquable suivant pour les 
cas consideres dans le paragraphe actuel, & savoir: | 

„Une transformation homographique fait disparaitre tous les zeros et 
les infinis des integrales, sauf, peut-etre, un ensemble denombrable d’entr'elles.“ 











Bekanntmachung. 


Auf Grund des von dem verstorbenen Herrn Dr. Paul Wolfskehl in Darmstadt 
uns zugewendeten Vermächtnisses wird hiermit ein Preis von 100000 M., in Worten: 
„einhunderttausend Mark“, für denjenigen ausgesetzt, dem es zuerst gelingt, den Beweis 
des großen Fermatschen Satzes zu führen. Herr Dr. Wolfskehl bemerkt in seinem 
Testamente, daß Fermat (siehe z. B. Oeuvres de Fermat, Paris 1891, t. I pg. 291 observ. II) 
mutatis mutandis die Behauptung aufgestellt hat, daß die Gleichung # +y* =” durch 
ganze Zahlen unlösbar ist für alle diejenigen Exponenten A, welche ungerade Primzahlen 
sind. Dieser Fermatsche Satz ist entweder im Sinne Fermats allgemein oder in Er- 
gänzung der Untersuchungen von Kummer (Crelles Journal 40, S. 130f., Abh. der 
Akad. d. Wiss. zu Berlin 1857) für alle die Exponenten A zu beweisen, in denen er 
überhaupt Geltung hat. Ueber weitere Literatur vergleiche man: AHelbert, "Theorie der 
algebraischen Zahlkörper, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung IV 
(1894—95) $ 172—173 und Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. 1, 
Teil 2 Arithmetik und Algebra (1900—1904) IC4b, S. 713. 

Die Aussetzung des Preises erfolgt unter folgenden näheren Bedingungen: 

Die Königliche Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen entscheidet frei 
darüber, wem der Preis zuzuerkennen ist. Sie lehnt die Annahme jeder Manuskript- 
sendung ab, die auf die Bewerbung um den Preis für den Fermatschen Satz Bezug hat; 
sie berücksichtigt für die Preiszuteilung lediglich solche mathematische Abhandlungen, 
die in periodischen Zeitschriften, als Monographien oder in Buchform im Buchhandel 
käuflich erschienen sind. Die Gesellschaft stellt dem Verfasser solcher Abhandlungen 
anheim, etwa 5 gedruckte Exemplare davon an sie einzusenden. 

Außer Betracht bleiben für die Verleihung des Preises solche Arbeiten, die in 
einer Sprache gedruckt sind, welche den zur Beurteilung der Arbeit berufenen Fach- 
gelehrten unverständlich ist. An die Stelle solcher Arbeiten können vom Verfasser als 
richtig anerkannte Uebersetzungen treten. 

Die Gesellschaft lehnt alle Verantwortlichkeit für eine Nichtberücksichtigung von 
Arbeiten ab, die nicht zu ihrer Kenntnis gelangt sind, desgleichen für alle Irrtümer, die 
daraus entspringen könnnten, daß der wirkliche Verfasser der Arbeit oder eines Teiles 
derselben als solcher der Gesellschaft unbekannt geblieben ist. 

Sie behält sich für den Fall, daß an der Lösung der Aufgabe mehrere Personen 
beteiligt sind oder die Lösung durch die Arbeiten mehrerer Gelehrter herbeigeführt 
worden ist, freieste Entscheidung, insbesondere auch die Teilung des Preises nach ihrem 
Ermessen vor. 

Die Zuerkennung des Preises durch die Gesellschaft erfolgt frühestens zwei 
Jahre nach der Veröffentlichung der zu krönenden Abhandlung. Es soll innerhalb dieses 
Zeitraumes deutschen und ausländischen Mathematikern Gelegenheit geboten werden, 
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über die Richtigkeit der durch die Veröffentlichung bekannt gewordenen Lösung sich 
zu äußern. 

Ist der Preis durch die Gesellschaft zuerkannt, so wird davon den Berechtigten 
durch den vorsitzenden Sekretär im Namen der Gesellschaft Mitteilung gemacht und 
solches öffentlich an allen denjenigen Orten bekannt gegeben werden, an denen der Preis 
im letzten Jahre ausgeschrieben war. Die Zuerkennung des Preises durch die Gesell- 
schaft ist unanfechtbar. 

Die Auszahlung des Preises erfolgt an den Berechtigten innerhalb dreier Monate 
nach seiner Zuerkennung durch. die Königliche Universitätskasse in Göttingen oder auf 
Gefahr und Kosten des Empfängers an einem anderen von ihm zu bezeichnenden Orte, 
und zwar wird das vermachte Kapital je nach der Wahl der Gesellschaft bar oder in 
den hierfür hinterlegten Papieren gegen rechtsgültige Quittung zur Auszahlung gebracht. 
Die Auszahlung des Preises kann durch Aushändigung der hinterlegten Wertpapiere auch 
dann erfolgen, wenn deren Kurswert die Summe von 100000 M. nicht mehr er- 
reichen sollte. 

Falls der Preis bis zum 13. September 2007 nicht zuerkannt ist, können An- 
sprüche auf ihn nicht mehr erhoben werden. 





Mit dem heutigen Tage tritt die Wolfskehlsche Preisstiftung unter den vorstehend 
angegebenen Bedingungen in Kraft. 
Göttingen, den 27. Juni 1908. 
Die Königliche Gesellschaft der Wissenschaften. 
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Preis geheftet M. 8.—, gebunden M. 9.50. Das Werk wird voraussichtlich 4 Bände umfassen. 


MILET 


Ergebnisse der Ausgrabungen und Untersuchungen seit dem Jahre 1899. 





Soeben erschien: 


Band II (Schluß): Die neuere Zeit. 








Herausgegeben von Theodor Wiegand. 
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VERLAG VON GEORG REIMER BERLIN W.35. 
Dr. A. L. CRELLE’s 


RECHENTAFELN 


welche alles Multiplizieren und Dividieren mit Zahlen unter Tausend ganz ersparen, 
bei größeren Zahlen aber die Rechnung erleichtern und sicherer machen. 


NEUE AUSGABE besorgt von ©. SEELIGER 


Mit Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen von 1—1000 
Preis solid in Ganzleinen gebunden Mark 15.— 




















- Neben der neuen Ausgabe wird die alte Ausgabe fortgeführt. 
Die Crelle’schen Rechentafeln sind erneut amtlich empfohlen durch Verfügung des Finanzministers 
vom 12. Juni 1882 und Erlaß des Ministers der öffentlichen Arbeiten vom 21. Juni 1905. 
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von Dr. Carl Burrau. 
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G. Lejeune Dirichlets Werke 


Herausgegeben auf Veranlassung der Königl. Akademie der Wissenschaften 
von L. Kronecker. | 
2 Bände mit Dirichlets Bildnis. Band I M. 21.—; Band II M. 18.— 








Beziehungen des Du Bois-Reymondschen 
Mittelwertsatzes zur Ovaltheorie. 


Eine mathematische Studie 
von Hermann Brunn. 
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